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V Ouvrage  que  nous  avons  t honneur 

de  prefenter  a V otre  ^Altesse  JR-otale^ 

ô*  que  nous  nous  proposons  depuis  long» 

* » 
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EPITRE: 

tems  de  mettre  au  jour  y a été  heureufe» 
ment  retardé  pour  parottre  fous  les  auf 
ptces  dun  Prince  >AucusTEy  qui  en  eji 
le  ProteBeur  par  fes  bienfaits  y & qui  en 
pourroit  être  le  Juge  par  fes  lumières: 
cejl  un  témoignage  que  nous  pouvons 
rendre  avec  d autant  plus  de  juftice  , 
qu  ayant  la  gloire  d avoir  été  appelles 
auprès  de  Votre  Altesse  RoxALEy 
nous  avons  moins  été  les  DireBeurs  de 
vos  Etudes  y que  les  témoins  ô*  les  ad^ 
mirateurs  des  connotjjances  y que  vous 
avies  déjà  acquifes.  Nous  avons  cejfé 
den  être  furpris  y lorfque  nous  avons 
connu  de  près  la  pénétration  de  Votre 
Genie  y qui  vous  dejîinoit  aux  Sciences  y 
comme  Vôtre  Augujle  Nom  vous  a fait 
naître  pour  le  Throne.  Ces  difpofitions 
naturelles  ne  pouvoient  manquer  declater 
bientôt , aidées  par  les  foins  de  deux 
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'ET  ir  KE: 

Hommes  refpe^abhs^  auxquels  a été  con* 
fii  le  depot  précieux  de  Votre  Education. 
Ceft  à leur  zele  , Mo  NSEICNEUR  ) que 
Vous  étés  redevable  de  votre  InftruBionÿ 
6*  que  vos  Sujets  doivent  ces  fentimens 
de  douceur  6*  d affabilité , qui  vous 
rendent  cher  non  feulement  a ceux  qui 
ont  davantage  de  vivre  fous  vos  Loix  ; 
mais  encore  a tous  les  Etrangers , qui 
ont  eu  F honneur  d’être  admis  auprès  de 
Votre  Personne  RotalE)  Ô*  qui  por- 
tent par  tout  la  renommée  de  Vos  rares 
qualités . Elevé  dés  votre  plus  tendre 
jeuneffe  dans  les  Sciences  & la  Littéra- 
ture J guidé  dans  Fart  du  Gouverne- 
ment par  un  fage  Miniflre , qui  ne 
s’occupe  que  du  bonheur  de  Vos  Peuples', 
étant  enfin  orné , comme  Vous  Fêtes  , 
de  toutes  les  connotjfances  qui  conviennent 
a la  majefté  dun  Souverain,  ô*  éclaire 


E P I r R r, 

par  Us  Sciencçs  exa^es  , qui  ajoutent 
des  forces  a F entendement  ; on  ne  peut 
concevoir  de  Vous  y J^ONsircNSun  y que 
Us  efperances  Us  plus  glorieufes.  Nous 
ne  pouvons  trop  nous  applaudir  du 
delai  de  cet  Ouvrage  y puis  quil  nous 
fournit  Foccafion  de  rendre  public  , 
autant  qu'il  eft  en  nous  y F hommage  du 
profond  refpe^  avec  lequel  nous  avons 
F honneur  d être  y 

MONSEIGNEUR , 


Dr  Vo  TRS  JÎl  TESSF  R or  ALE 


Lei  trîs>huinblct,  & tr^s-obcïfsantc 
Sfrviteurs 

Les  l’P.  LE  SlUR,  & jACt^UlEH» 
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PRÊFJCE. 


On  a coutume  dexpofer  dans  les 
Préfaces,  les  notions  préliminaires  de 
la  matière  qu’on  doit  traiter.  Nous 
n’entrerons  point  dans  ce  detail , & 
nous  nous  bornerons  a préfcrire  les 
connoîlTances,  que  nous  éxigeons  dans 
ceux  qui  voudront  lire  ces  Elemens. 

Quoique  nous  ayons  expliqué  dans 
le  prémier  Chapitre  les  principes  du 
Calcul  différentiel , nous  ne  l’avons  ce- 
pendant fait  que  fuccindement,  & au- 
tant qu’il  falloit  pour  conduire  au  Cal- 
cul intégral.  On  comprend  donc  qu’on 
doit , avant  de  lire  cet  Ouvrage , être 
exercé  dans  le  Calcul  différentiel , & 
le  fçavoir  manier  avec  facilité.  Il  eft 
par  confequent  encore  plus  neceffaire 
d’avoir  étudié  a fonds  le  Calcul  fini, 
& de  s’en  être  rendu  l’ufage  trés-fa- 
milier.  Enfin  il  faut  que  nos  Ledeurs 
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foient  parfaitement  inftrults  dans  la 
Géométrie  Elémentaire , les  Sedfions 
Coniques,  6c  qu’ils  ayent  une  teintu- 
re de  la  Théorie  générale  des  courbes; 
ils  ne  doivent  pas  non  plus  ignorer 
la  doctrine  des  fuites,  entant  qu’elle 
appartient  au  calcul  fini.  Nous  fom- 
mes  perfuadés  qu’avec  ces  fecours  , 
tout  bon  efprit  fait  pour  le  Calcul  6c 
les  Sciences,  pourra  par  lui-même  en- 
tendre nôtre  Ouvrage,  6c  en  furmonter 
les  difficultés,  fans  l’aide  d’aucun  Maî- 
tre . 

Mais  puifqu’on  a déjà  plufieurs 
Traités  du  Calcul  Intégral,  on  eft  en 
droit  de  nous  demander  raifon  de  nô- 
tre travail,  6c  en  quoy  cet  Ouvrage 
différé  des  autres  qui  ont  parû.  Parmi 
les  différents  Traités  que  nous  con- 
noîflbns,  quelques  uns  nous  femblent 
trop  élémentaires,  6c  peu  propres  a 
faire  connoître  ce  qu’il  y a de  plus 
difficile  en  cette  matière  ; les  autres 
font  profonds  6c  renferment  les  plus 
belles  decouvertes  en  ce  genre  ; mais 
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IX 


leurs  illuftres  Auteurs  font  de  grands 
Hommes,  qui  occupés  de  la  gloire  de 
l’invention , ont  peu  fongé  a l’avanta- 
tage  de  ceux,  qui  afpirent  a les  com- 
prendre . 

C’ell:  d’après  ces  confiderations  , 
que  nous  tafchons,  dans  l’Ouvrage  que 
nous  donnons  au  Public , de  mettre 
nos  Leéleurs  a portée  d’entendre  ce 
qu’il  y a de  plus  fublime  dans  le  Cal- 
cul , en  n’exigeant  d’autres  prépara- 
tions que  celles  que  nous  venons 
d’indiquer. 

La  première  Partie  qui  remplit 
tout  le  premier  Volume,  ne  traite  que 
des  Intégrales  a une  variable,  & nous 
nous  flattons  que  cette  Partie  eft  plus 
complette,  ou  du  moins  plus  méthodi- 
que que  tout  ce  que  nous  connoîflbns 
fur  ce  fujet.  Nous  traiterons  dans  la 
fécondé  des  Intégrales  a plufieurs  va- 
riables. Nous  avouons  avec  reconnoîf- 
fance  avoir  profité,  dans  l’une  & dans 
l’autre,  de  ce  qu’ont  écrit  fur  cette 
matière  plufieurs  excellens  Auteurs  ; 
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mais  nous  ne  pouvons  cependant  nous 
difllmuler,  que  la  partie  la  plus  diffi- 
cile nous  appartient;  & nous  pourrions 
en  appeller  au  témoignage  de  plufieurs 
Géomètres,  qui  ont  vu  le  fond  de  cet 
Ouvrage  il  y a plus  <le  vingt  cinq 
ans . Mais  comme  nous  recherchons 
uniquement  l’utilité  des  Commençants, 
nous  renonçons  volontiers  a tout  droit 
de  préfcription , laiffiant  a chacun  la 
liberté  de  revendiquer  ce  qui  eft  a 
lui , & ne  difputant  pas  même  les 
chofes  fur  lesquelles  nous  fommes  fùrs 
d’avoir  une  propriété  égalé.  C’eft  par 
cette  raifon,  que  nous  avons  fouvent 
omis  des  noms  refpeêtables , cedant  a 
quiconque  voudra,  tout  ce  qu’il  croira 
devoir  repeter  ; pourvu  qu’on  nous  ac- 
corde la  gloire  d’avoir  été  utiles. 

Nous  ne  pouvons  trop  exhorter 
nos  Lecteurs  a lire  cet  Ouvrage  de 
fuite  & avec  ordre,  fans  interrompre 
la  liaifon  des  Calculs  & des  Demon- 
ftrations.  Nous  recommandons  furtout 
de  s’arrêter  avec  beaucoup  d’applica- 
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tion  fur  les  derniers  Chapitres,  qui 
font  un  Commentaire  fur  l’excellent 
Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
M.  Newton.  Cet  Opufcule,  peut-ctre 
trop  négligé  , renferme  de  grandes 
vues,  qui  ouvriroient  un  vafte  champ 
a des  méthodes  elegantes  de  Calcul . 
Mais  nous  avons  été  obligés  de  nous 
refferrer  dans  les  bornes  de  nôtre  plan, 
&;  de  reprimer  plufieurs  idées  qui  fe 
prefentoient  a nous,  &;  qui  pourront 
■dans  la  fuite  fournir  matière  a des 
mémoires  particuliers  . On  trouvera 
peu  de  Figures  dans  ce  Traité,  n’ayant 
pour  but  que  le  Calcul , &:  non  les 
conftruftions  géométriques. 

Il  nous  refte  a parler  de  l’occafion 
de  cet  Ouvrage.  Peut-ctre  feroit-il  re- 
lié enfeveli  pour  toujours,  fans  les  in- 
ftances  &;  les  confeils  d’un  très-habile 
Géomètre,  M.  de  Keralio.  Nous  lui 
devons  un  témoignage  public  de  nôtre 
reconnoîffance , pour  tous  les  fecours , 
qu’il  a bien  voulu  nous  prêter,  déro- 
bant des  momens  précieux  confacrés  a 
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l’éducation  d’un  Augufte  Prince,  pour 
revoir  & examiner  notre  travail , ré- 
péter les  calculs  avec  tant  de  foin  & 
d’attention,  que  nous  nous  ferions  gloi- 
re de  le  regarder  comme  le  troifieme 
Auteur , fi  ce  titre  pouvoir  luy  faire 
autant  d’honneur,  qu’il  en  feroit  a 
nous  mêmes. 

Si  ces  Elemens  peuvent  avoir  quel- 
que fuccés , nous  en  ferons  d’autant 
plus  fatisfaits,  qu’ils  rempliront  l’objet 
que  nous  nous  étions  propofé,  de  laif- 
fer  de  nous  un  fouvenir  utile  dans  une 
Ville  3 où  on  nous  a fait  l’honneur  de 
nous  appeller,  & dans  laquelle  l’état 
des  Sciences  ne  tardera  pas  à devenir 
floriflant  par  l’Exemple  & la  Prote- 
ftion  du  ^uverain,  de  par  la  vigilan- 
ce d’un  Miniftre  éclairé. 
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E L E M E N s 


D U 

CALCUL  INTÉGRAL. 

PREMIERE  PARTIE 

De  l’intégration  des  Différentielles 
a une  variable. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Def  Principes  Generaux  du  Calcut 
Dijférentiel ^ (3"  Intégral» 

I. 

LOrs  qu’on  compare  entr’  elles  pIuHeurs  quantités , 
dont  les  unes  augmentent  ou  diminuent  continuel-  ' 
lement  y tandis  que  les  autres  demeurent  toujours  les 
mêmes  ÿ On  appelle  les  premières  de  ces  quantités,  Cban» 

A 
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4 Elemens  du  Calcul  intégrai. 

getwtes,  ou  Variables  ^ & ks  fécondés,  Confiâmes.  On 
defigne  ordinairement  les  Confiantes  par  les  premières 
lettres  de  l’alphabet  <»,  c,  Cyc.  & ks  variables  par 
les  dernieres  x , z , / , v , Ô’r. 

II, 

C’  eft  un  principe  évident  que,  fi  une  Variable  « 
efi  augmentée  ou  diminuée  d’ une  quantité  quelconque, 
que  nous  nommerons  Dz,  & qu’elle  devienne 
ces,  deux  quantités  z & a ^Da  approcheront  dautant 
plus  de  r égalité,  que  leur  différence  Dz  diminuera  da- 
vantage par  rapport  a a,  & qu’enfin  elles  deviendront 
égalés  dans  l’inflant  que  çettç  différence  s’évanouira, 

III, 

Les  différences  D*  & Dy  de  deux  variables  x Fc  y 
peuvent  dans  1’  inflant  de  leur  evanouïffement  etre 
entr’elles  comme  deux  quantités  finies,  confiantes  ou  va- 
riables, Pour  le  démontrer,  fuppofons  que  CBM  foit 
une  ligne  quelconque  (Fig.  i.)  rapportée  a la  droite 
CP  par  les  ordonnées  perpendiculaires  B A.,  MP^  M'P'y 
que,  CA  Fc  AB  étant  des  lignes  confiantes  a Fc  b y 
l’abfcifle  variable  AP  foit  =x,  fon  ordonnée  PM—yy 
Fc  qu’on  ait  1’ équation  a la  lig."'e  CBM,  Premièrement 
fi  CBM  efl  une  ligne  droite,  on  aura  la  proportion 
CA  (a):  AB  (b):  : CP  PM  O),  d’ou 

J 
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I.  Partie.  Char.  I.  3 

l’on  tire  T équation  ab—^bx=ay.  Si  donc  on  fuppofe 
que  I’  abfciire  AP  augmente  ou  diminue  de  la  quantité 
PP'  que  Nous  nommerons  Dx  ou  qu’elle  devienne 
AP‘=.x^Dx , r ordonnée  PM  augmentera  aufli  oa 
diminuera  de  la  quantité  NM'=zzDy  , & deviendra 
P' M'—y~Dy;  8c  en  fubllituant  x^^üx  au  lieu  de*, 
8c au  lieu  de  / dans  1’ équation  ab-*-bx=a/y 
elle  fe  changera  en  celle-ci  ab—^bx~bDx=zay^^Dy^ 
d’ ou  retranchant  la  première  équation , on  aura  ^ 
bDx=z'^aDy^  ou  bDx~aDy’,  parconfequent  Dx: 
D/:  : a:  b^  c’eftadire  que  les  différences  D*,  Dy  fe- 
ront toujours  entr’elles  comme  les  conftantes  finies  nScby 
8c  qu’ainfi  elles  conferveront  le  même  rapport  dans  l’ inf- 
tant  même  de  leur  evanouiflement. 

Suppofons  en  fécond  lieu,  que  la  ligne  CBM  Ibit 
une  parabole,  dont  le  fommet  ell  C,  la  tangente  CP, 
8c  r équation  (<ï-+-*'*=^/;  dans  cette  hypothelè,  lorf- 
que  AP  ou  X augmentera  de  PP'  & deviendra  x— hD*, 
l’ordonnée  / augmentera  aulTi  de  M' N 8c  deviendra 
y-\-Dv^  8c  en  fubllituant  ces  deux  quantités  aulieu  de 
*,  & de  dans  l’équation  {a-^xY—by^  elle  fe  chan- 
gera en  celle-ci  (/^-^-x-^-D*)’=^/— <-^D/,  ou  (<?— »-x)* 
—4-2  a D X— 4-2  X D X— 4-D  X D x=hy—y-b  Dy  , d’ ou  retran- 
chant la  première  équation,  on  aura  2<»Dx-4-2xD* 
^Dx^=bDy^  8c  Dy:  Dx::  2 4-2  x— 4-Z)  x : b.  Or 
dans  l’inftant  que  Dx  8c  Dy  s’ evanouiflènt  par  rapport 
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4 Eelemens  du  Calcul  inte'gral 
a K & / , ou  que  1’  ordonne  P> M'  tombe  fur  PM,  la 
quantité  2 1-2  x— t-D*  devient  égalé  a 2ir-+-2  x(Art.ii.); 

Donc  alors  Dy  fera  a Dx  comme  la  quantité  finie  fc 
variable  2 a-^z  x eft  a la  quantité  finie  & confiante  b.  C. 
^ F.  D. 

, . IV. 

Lors  qu^on  confidere  la  différence  Dx  d’ une  quan» 
tîté  variable  x qui  devient  x— »-Dx,  dans  1’  mftant 
que  cette  différence  s’évanouît,  on  l’appelle  la  Différen- 
tielle de  cette  variable  x;  & cette  même  variable  x fe 
nomme  l’ Intégrale  de  fa  différentielle  D x . Nous  fup- 
poferons  toujours  dans  la  fuite  que  La  petite  lettre  J 
placée  devant  une  quantité  variable  fignifie  la  différen- 
tielle de  cette  quantité  : ainfi  d x fignifie  la  différen- 
tielle dex,  Scd.  (x—hj)*  fignifie  la  différentielle  de  la  quan- 
tité complexe  (x— ♦»/»)*,  que  nous  avons  trouvée 
= 2 xrfx-+-2 /t</x  ( Art.  III.) . La  lettre  5“  placée  devant 
une  différentielle  quelconque , fimple  ou  complexe , de- 
fignc  l’intégrale  de  cette  différentielle:  ainfi  S.dx=jt^ 
Sc  S.  ïadx~+-2xd x=  (x—haff.  On  marque  l’intégrale 
d’une  différentielle  dx  par  S.dx]  par  ce  qu’on  confi- 
dere la  différentielle  dx  comme  un  élément  de  fon  in- 
tégrale X,  & l’intégrale  meme  x comme  la  fomme  de 
fes  cléments  dx. 
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V. 

Le  Cnlcul  différentiel  eft  l’ art  de  trouver-  les  diffé- 
rentielles des  quantités  variables,  & rcxpreffion  de  ces 
différentielles  délivrées  de  leurs  termes  inutiles,  c’eft  a- 
dire  des  termes  qui  s’ evanouïficnt  par  rapport  aux  autres 
termes  dont  ces  différentielles  font  compofées.  C’eft  par- 
ce calcul  qu’on  trouve  que  la  différentielle  de  (/?— 4-*)* 
eft  d’abord  z a d x-+2 x d ^ & en  fuite  zadx-¥zxdx 
en  effaçant  le  ternie  d x*,  qui  s’évanouit  par  rapport  aux 
deux  autres  termes  ladxy  & zxdx.  (Art.  iii.) 

VI. 

Voici  la  réglé  generale  de  ce  calcul,  fupposéz  que  X 
reprefente  en  general  la  quantité  variable , dont  on  veut 
trouver  la  différentielle.  Si  cette  variable  eft  toute  fim- 
pl»,  on  écrira  d X pour  fa  différentielle  ; mais  fi  elle  eft 
compofée  de  variables  fimplcs  x , « , v , ^c. , & de  confian- 
tes. I.“  On  fubftitucra  dans  X aulieu  dex,  *,/,  xi, 
les  quantités  x— x-+-dzy  <v~^d  v 6v.  en 

mettant  Je  figne  — • devant  les  différentielles  Cmples  qui 
font  négatives,  ou  qui  font  les  différentielles  des  varia- 
bles fimples,  qui  diminuent  tandis  que  les  autres  aug- 
mentent ; Comme  fi  x devenant  x— 4-</  x , as  devenoit 
a — dz^  on  fubftitueroit  x~—dx  au  lieu  de  * dans  X. 
2."  Suppofant  qu’apres  ces  fubftitutions  la  quantité 
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propofée  X foit  changée  en  une  autre  quantité  que  nous 
defignerons  par  X',  on  prendra  la  différence  de  ces  deux 
quantités,  qui  fera  d X.  3.“  On  effacera  dans  cette  dif- 
férence d X tous  les  termes  qui  s’  evanouiffent  par  rap- 
port aux  autres  termes,  dont  elle  elt  compofée;  le  re- 
lie fera  la  différentielle  cherchée  dX  délivrée  de  les  ter- 
mes inutiles. 

Exemple  r.  Onveur  trouver  la  différentielle  de 

. En  fubftituant  dans  cette  quantité  x—^dn  au 
î * 

lieu  de  * , elle  devient  ^ — 

’ c 


-f-J  (if-*-*)*  d »-*•?  f a-i-x  ) dx*  -*-</»• 

ri 


d’ ou  retranchant 


il  relie  dx^(x^x)  dx^  ^ 

ii  b -b 

ce  relie  le  terme  s’  évanouît  par  rapport  au  terme 

(<-*-*)£*^  & celui-ci  s’évanouît  auffi  par  rapport  au  pre- 
b 

mier  terme  ; puifque  — < eft  a, 

b b ^ b 

comme/»— Ht— «-—elli/ï— ♦-x,& que  (</-»-* )V*—H 
(<»-t-x)  //**:  (a-^-xydx  : : a-t-x- 
rentielle  de  la  quantité  propofée 


( dx^:( a-^-x ydx  ::  a-\rx-¥d x : <»-+-* . Donc  la diffé- 

b 


îb 


dx. 


Exemple  2.  Pour  trouver  la  différentielle  de  la 
quantité  x%~^a,  dans  laquelle  nous  fuppolôns  que  quand 
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M augmente  & devient  x-^dx^  z augmente  auffi  8c  de- 
vient *— t-iz  ; fubftituez  x— 8c  z~+dz,  au  lieu  de  x 
8c  de  Z,  8c  la  quantité  propofée  deviendra  xz-^zd x-\- 
X d z—hd xdz-¥a^  dou  retranchant  x z— t-/7^e  relie  fera  z d x—t- 
xdz-^dxdz.  Or  en  comparant  les  termes  zdx  Scxdz 
avec  le  dernier  terme  dxdz,  on  voit  que  zdx—hdxdz: 
Z d X : : z-^-dz:  Z , 8c  xd z—¥d xdz:  xdz::  X'-^dx:  x, 
8c  qu’ainfi  le  dernier  terme  s’évanouît  par  rapport  aux 
deux  autres.  La  différentielle  cherchée  fera  donc  zdx-\- 
xdz.  Si  l’on  fuppofoit  que  x augmentant,  z diminuât, 
il  faudroit  écrire  dans  cette  différentielle  — d z aulieu 
de  —hdzy  8c  elle  deviendroit  zdx — xdz, 

VII. 

Le  calcul  intépral  ell  l’art  de  trouver  les  intégrales 
des  différentielles  propofées.  On  cherche  par  ce  Calcul 
la  folution  du  problème  inverfe  du  calcul  différentiel  . 
Le  problème  general  du  Calcul  différentiel,  efl  celui- 
ci  ; Une  quantité  variable  étant  donnée  , en  trouver  Id 
diffé  rem  telle  ; Nous  venons  d’  en  donner  la  folution 
generale  . Le  problème  general  du  Calcul  intégral 
efl  celui-ci  : Une  différentielle  étant  donnée  en  trouver  [ in- 
tégrale , Il  s’ en  faut  bien  qu’on  en  ait  la  folution  ge- 
nerale; Car  il  y a beaucoup  de  différentielles  dont  on 
ne  peut  point  trouver  les  intégrales,  8c  beaucoup  d’au- 
tres dont  on  ne  peut  les  trouver  qu’  imparfaitement  8c  par 


(8  ÏIlemeks  du  Calcul  imte'gral 
approximation  . Tout  ce  qu’on  peut  dire  en  general  , 
c’eit  qu’il  faut  faire  beaucoup  d’  atténtion  aux  procédé 
du  Calcul  ditfcrentiel  pour  parvenir  a ceux  du  Calcul 
intégral . 

VIII. 

THEOREME.  Dans  une  courbe  quelconque  (fig.2.) 
dont  les  ordonnées  PM,  P'M  font  perpendiculaires 
aux  abfcifles  AP  ^ AP\  la  différentielle  de  1’  aire  finie 
AB  MP  eft  égalé  au  rettangle  P MNP' y lorfque  la  dif- 
férence  PP'  des  abfcifles  s’évanouît,  ou  que  les  ordon- 
nées P' M'y  PM  tombent  1’  une  fur  1’  autre;  en  forte 
que  fi  on  fait  l’ abfcifle  A P=* , & l’ ordonnée  P M—y , 
la  différentielle  de  l’aire  ABMP~/ dxy  8c  S.j/dx=:^ 
A B MP. 

Démonstration  . Ayant  tiré  M N perpendicu- 
laire a P'  M'  8c  achevé  le  reftangle  P'  M'  OP  y la  diffé- 
rence aires  A B MP  8c  ABM'  P'  fera  le  trapeze 
P MM  P' -y  or  lorfque  PP' s’évanouît  ou  devient  * , le 
reélangle  POM'P'  devient  ydx-^d»dfy  8c  le  riclan- 
gle  PMNP'—ydtt'y  8c  par  ccqw  ydx-i-dxd^: /dx:: 
y-^d y.  jfy  8c  que  y-^d  y ~ y { Art.  li.  ),  le  reélangle 
P O M'P'—P  M NP'  -y  donc  aufli  le  trapeze  P MM' P fera 
«gai  au  reftangle  PMNPi  ou  :=sydK.C.^F,D. 


IX- 
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IX. 

THEOREME . En  fuppofant  les  mêmes  chofes , lî 
on  nomme  s l’arc  JB M de  la  courbe,  on  aura  ds=: 

V à**  -fd/* 

Démonstration.  Si  on  conçoit  que  l’arc  BM 
cft  divifé  en  un  très  grand  nombre  de  petits  arcs  com- 
me MM\  chacun  avec  fa  corde;  il  eft  évident  qu’en 
augmentant  toujours  le  nombre  de  ces  petits  arcs  & de 
leurs  cordes , & en  diminuant  toujours  leurs  grandeurs , 
la  fomme  des  cordes  approchera  toujours  de  l’ égalité 
avec  la  fomme  des  arcs  ; & qu’enfin  dans  l’ inflant  que 
chacun  de  ces  arcs  s’  évanouira,  la  fomme  des  cordes  fe- 
ra égalé  a la  fomme  des  arcs  ou  a l’arc  BM-,  & que 
la  différence  MM<  des  arcs  B M 8c  B M'  en  s’evanouif- 
lànt  ou  en  devenant  ds,  deviendra  auflî  égalé  a la  dif- 
férence de  la  Ibmme  des  cordes , ou  égalé  a la  corde 
evanouiffante  de  l’arc  MM’;  or  a caufe  de  1’ .angle  droit 
MNM,  le  quarré  de  la  corde  MM'  eft  égal  aux  deux 
quarrés  des  cotés  M N 8c  NM’ , ouàe  dx  8c  df.  Donc 

d s'=d  x^-i-d/ , 8c  ds=sf  C.^F.D. 

X. 

THEOREME.  Les  mémcs  chofes  étant  fuppofées,  fi 
on  prolonge  la  corde  MM'  de  l’arc  M^M'  ( fig.  3.) 

B 
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Jufqu’a  ce  quelle  rencontre  la  ligne  des  abfciires  au  point 
T;  lorfque  MM’  & PP’’  s’évanouiront,  la  ligne  MT 
fera  tangente  de  la  courbe  au  point  Af,  & la  foutan- 
gente  P T fera  = . 

Démonstration.  Ayant  prolongé  la  corde  MM’ 
de  l’arc  M^M'  de  prt  8c  d’autre  en  R & en  T; 
Si  on  conçoit  que  l’ordonnée  P> M'  s’approche  toujours 
de  l’autre  ordonnée  PM,  U eft  évident  que  la  fecante 
T MM'  R s approchera  toujours  de  la  pofition  de  la  tan- 
gente tirée  par  le  point  M ou  M' , 8c  qu’enfin  cette  fe- 
çante  tombera  fur  la  tangente  dans  l’ inftant  que  fes 
deux  points  d’ interlèélion  avec  la  courbe  M 8c  M'  k 
reuniront  en  un  feul  point  M,  qui  fera  le  point  d’at- 
touchement, ou  dans  l’ inftant  que  PP'  ou  MN  s’éva- 
nouira 8c  deviendra  dx,  8c  que  NM  deviendra  d/;  or 
les  deux  triangles  femblables  M'NM  8c\MPT  donnent 
toujours  cette  proportion  M' N : NM  ::  MP:  PT,  ou 
df.  dx;:/:  PT  lorfque  T M devient  tangente . Donc 

dans  ce  cas  PT~^^-^.  C.^F.D, 

XI. 

THEOREME . Une  quantité  variable  a la  même 
diiïérentielle  lors  quelle  eft  feule , 8c  lors  quelle  eft 
jointe  par  addition  ou  par  fouftraélion  avec  une  quanti- 
té conftantc. 
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Démonstration.  Que  » teprelênte  une  quanti- 
té variable  quelconque  & c une  conllante  poUtive  ou 
oegative  ; la  diflcrentielle  de  x (èra  tix-  Sc  celle  de  x— Ht 
fe  trouve  en  fublH tuant  dans  cette  quantité  x— h/x  au 
lieu  de  X , pour  avoir  x— h-  , & en  retranchant  x-K", 

il  reliera  aufi  dx  pour  la  difiérentifiHe  dex— *-c(Art.  vu.) 
Ç.^F.D. 

XII. 

Corollaire  i.  Les  quantités  confiantes  n’ont  point 
de  dilTérentielles . Ce  qui  efl:  d’ailleurs  évident , parceque 
les  confiantes  n’  augmentent  ni  ne  diminuent  , tandis 
que  les  variables  changent  continuellement  (Art.  i.) 

XIII. 

Corollaire  2.  Lorsqu’on,  a trouvé  l’ intégrale  » 
d’une  différentielle  propofée  dx  on  peut  lui  ajouter  une 
confiante  quelconque  c,  pofitive  ou  négative;  a moins 
que  les  circonflances  qui  ont  donné  cette  différentielle  & 
fon  intégrale  ne  fervent  a déterminer  cette  confiante  , 
ou  a faire  connoitre  quelle  efl  égalé  a zéro,  ou  quil 
ny  en  a point  a ajouter.  Dans  ce  cas  on  pourra  fe 
fervir  de  la  réglé  fuivante. 
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XIV. 

Règle  pour  trouver  la  valeur  de  la  confiante,  qu’il 
faut  ajouter  a une  intégrale  pour  la  rendre  complété  , 
lors  quelle  n’efl  point  arbitraire,  mais  déterminée  par 
les  circonflances  du  problème. 

Suppofons  que  pour  refoudre  un  ‘problème  on  ait 
trouvé  une  différentielle  dX  de.  en  fuite  fon  intégrale  X, 
compféç  comme  on  voudra , de  variables  de  de  conf- 
iantes, & que  les  circonflances  du  problème  faffent  con- 
noitre  que  1’  intégrale  complété  X—irc  doit  être  égalé  ou 
a zéro,  ou  a une  quantité  donnée  A,  lors  que  les  va- 
riables fimples  MyZyj'yV,  dont  elle  efl  compofée,font  fup- 
pofées  égalés  ou  a zéro,  ou  a des  quantités  données  a , 
b &c.  Cela  posé,  fubflituez  dans  l’intégrale  trouvée  X 
les  valeurs,  b y &c.  ou  zéro  , au  lieu  des  variables 
w,  *,  &c. ; Sc  que  par  cette  fubflitution  1’  intégrale  X 
devienne  égalé  a une  quantité  connue  B.  Puis  qu’apres 
la  fubflitution  l’ intégrale  complété  X-4-c,  ou  B—\-c  doit 
être  égalé  ou  a zéro,  ou  a la  quantité  A]  vous  aurez 
B^c  = Ay  ou  J3— H-=:o,  & c=A — JB,  ouc  = — B; 
par  confequent  l’integrale  complété  X— f-r  fera  X—^-A—By 
ou  X — B. 

Exemple  i.  On  a trouvé  par  le  Calcul  que  * a 
efl  l’intégrale  de  la  différentielle  xdz-^zdxy  8c  on  feait 
par  les  circonflances  qui  ont  donné  cette  différentielle  , 
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que  fon  intégrale  complété  «z— w doit  etre  égalé  la 
quantité  lorfque  les  variables  ti  8c  z dsvienent  nulles, 
ou  que  *fz=o;  on  aura  donc  = par 

confequent  l’intégrale  complété  xz-h:  fera  xz-i-a. 

Exemple  2.  La  courbe  CBM  eft  une  parabole 

( fig.  4. ) dont  F équation  cft  =/  » fuppofant 


C A-=z  a ^ AB  — b^  P comme  dans  l’Ar- 

ticle III.  On  veut  trouver  F efpace  ou  F aire  parabolique 
AB  MP’,  la  dilTércntielle  de  cet  espace  eft  le  reélangle 


P M N P^y  d X [Pi.Tt.vnu)  puis  donc  que yvr.  ^ J — on 

aura  ydx  — Sl^HÛ  dx,  dont  F intégrale  eft 
(Exemple  1.  de  l’Art,  vii.  );  àoucS.y  dx'=.ABMP=i 

C a * • 

—H".  Mais  Felpace  parabolique  AB  MP  devient 

nul,  lorfque  PM  tombe  fur  AB,  ou  que  x devient 
zéro.  En  fubftituant  donc  9 au  lieu  de  x dans  l’inté- 


grale trouvée 


ib 


on  aura 


par  confequent  F intégrale  com- 


plété 


îb  ib  ib 


A B MP* 


f » 

X -i-itx  ■ 


■3— *_ 


ib 
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Nous  fuppfèrons  dans  la  fuite  que  lors  qu'on  aura 
trouve  parle  calcul  T intégrale  Xd’ une  différentielle  quel- 
conque JXy  on  lui  ajoutera  s’iled  neceflàire  pour  la 
rendre  complété,  la  cooftante  c déterminée  par  les  cir- 
conflances,  comme  nous  venons  de  l’expliquer  dans  la 
réglé;  & nous  ne  ferons  mention  que  de  l’intégrale  X 
trouvée  par  le  calcul,  a moins  qu’il  n’y  ait  quelque 
xaifon  particulière  de  faire  attention  a la  confiante.  , 

XVI. 

THEOREME.  La  différentielle  du  produit  ax  d’une 
variable  x multipliée  par  une  confiante  a aJx^  8c 

celle  du  quotient  -ï  efl 

Démonstration.  Pour  trouver  la  différentielle 
du  produit  «x,  il  Êiut  fubflituer  dans  ce  produit  x-\~Jh 
au  lieu  de  n,  & le  changer  en  ax-^adxSoucKintax^ 
le  refie  adx  fera  la  différentielle  de  (Art.vi.)  . On 

trouve  par  la  même  fubllitution  que  devient  flîlf  ^ 
d’ou  ayant  retranché  ^ le  refie  eft  la  différentielle 
du  quotient  j (Art.  VI.)  C.^F.D. 
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Corollaire.  Donc  pour  trouver  l’intégrale  d’une 
différentielle  multipliée,  ou  divifée  par  une  confiante  on 
n’a  qu’a  prendre  l’intégrale  de  cette  différentielle  fans 
avoir  égard  a la  confiante,  & en  fuite  multiplier  ou  di- 
vifer  cette  intégrale  par  la  confiante . Et  de  même  pour 
trouver  la  différentielle  d’ une  variable  multipliée  ou  di- 
vifée par  une  confiante,  il  fuffit  de  prendre  la  différen- 
tielle de  la  variable  fans  faire  attention  a la  confiante  , 
& de  la  multiplier  ou  divifer  par  cette  confiante,  Ainfi 
lorfqu’on  connoit  l’ intégrale  d’ une  différentielle,  on  trouva 
aifement  l’ intégrale  de  la  même  différentielle  multipliée 
ou  divifée  par  des  confiantes  données. 

XVIII. 

THEOREME.  La  différentielle  d’ une  quantité  com- 
pofée  de  plufieurs  termes  variables  joints  enfemble  par 
les  lignes— t-ou — ,efl  ^le  a la  fomme  des  différentielles 
de  chaque  terme  jointes  enfemble  par  leurs  fignes  — 
ou  — . 

Démonstration.  En  fuppofant  que  dans  la  quan- 
tité compofée  X-+Z — r— »-&c.  les  variables  augmentent  tou- 
tes en  môme  tems,  & deviennent  1; , 

&c.  cette  quantité  deviendra  x— x— +-z-4*</ * — v-—dv—^ 
&C.  d'ou  ayant  retranché  v— ♦-  &c,  le  refte  i/x— <- 


ElEMEWS  du  CaICUL  INTEGRAL 

&C.  fera  la  dinérentielle  de  v-4-  &c.’ 

(Art.  VI.).  Et  de  même  fi  on  luppofe  que  m devenant 
* devienne  z—Jx^  & <u  devienne  v-¥dv^  la 
quantité  v-t-  &c.  deviendra  K-^dx-^z — dz-— 

V— dv— I-  &c.  d’ou  ayant  oté  — .-u— ♦-  &c.,  le  refte 

dx — d Z — du-^  &C.  fera  la  différentielle  de  v-+* 

&c.  c.^F.a 

XIX. 

Corollaire.  Donc  T intégrale  d’ une  fuite  de  dif 
férentielles  jointes  par  Les  fignes  —h  ou  — fe  trouve  en 
prenant  en  particulier  les  intégrales  de  chaque  différen- 
tielle, & en  les  joignant  par  leurs  fignes  -4-  ou  — 

XX. 

THEOREME.  La  différentielle  du  produit  xzv  8cc. 
de  plufieurs  variables  «,  «,  <t/  8cc.  efl  égalé  a la  fomme 
des  différentielles  qu’on  trouve  en  multipliant  la  diffé- 
rentielle de  chaque  variable  par  le  produit  de  toutes 
les  autres  variables. 

Démonstration.  I.®  La  différentielle  du  produit 
XX  de  deux  variables  * eft  zdx-^  dz  en  fuppo- 

lànt  que  ces  deux  variables  croiffent  toutes  les  deux  en  mê- 
me tems , & deviennent  x-^d  x,  & z—^d  z ; & cette  différen- 
tielle eiïzd  X — X d Z , lorfque  la  variable  x devenant  x-¥d  x y 
l’autre»  devient (Art.vi. Exemple2.)C.j^F.D. 

2.°  La 
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2. ®  La  différentielle  du  produit  mz-u  de  trois  v^aria- 
bles  X,  Z,  Vy  eft  zvdx-^-xvdz-¥xzdvy  en  fuppofant 
que  ces  variables  croiffent  toutes  en  même  tems.  Pour 
le  démontrer  fuppofons  xz=.s  ou  xz u = su  • Nous  au- 
rons par  le  premier  cas  zdx-^xdz  = ds,  & d.xzu=. 
ud  s—^s  du=zudx-+xud  z-+xzd  U y en  fubftituant  dans 
vds-i-sdu  la  différentielle  zdx—i-xdz  aulieu  de  dsy  & 
HZ  aulieu  de  s.  fi  on  fuppofe  que,  x & » croiffant,  «di- 
minue, c’ eft  a dire  que  ~+dz  devient  — dz  y alors  on 
auroit  d.xzu=zzudx — xudz—i-x  zdu.  C.^F.D. 

3. ®  La  différentielle  du  produitxzx^  eüzuydx-+- 
Huy dz-i-xz yd U-+XZU d^ y en  fuppolànt  que  toutes  les 
variables  croiffent  en  même  tems.  On  le  démontré  en 
làifant  xzu  = Sy  ou  xzuy=.s  y y par  confequent  zudx 
—i-xudz—hxzdu=dsy  & d.  xzuyz=zy  ds-\rsdy  y 8c  en 
fubftiruant  dans  yds—hsdy  au  lieu  de  & de  r leurs 
valeurs,  on  trouve  la  différentielle  d.xzuy=zuy dx-h 
xuydz-+xzy  d u—hxzudy.  C.S^F.D. 

4.°  On  démontré  de  la  même  maniéré  tous  les 
autres  cas  de  cinq , fix  ou  d’ un  plus  grand  nombre  de 
variables,  & on  voit  clairement  par  cette  maniéré  la 
vérité  du  Theorenie  general  qu’il  falloir  démontrer. 

XXI. 

Corollaire.  Si  on  fubftitue  dans  la  différentielle 
du  produit  de  plufieurs  variables  x,z,»,  &c.  les  integra- 
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les  *,*,»  Scc.  au  lieu  de  leurs diff(îrentielles 
&c.  ; apres  ces  fubftitutions  chaque  terme  de  la  différen- 
tielle complexe,  fera  l’intégrale  de  toute  cette  différen- 
tielle. Ainfi  en  fubffituant  n aulieu  de  </x,  8çz  au  lieu 
àe  d Z dans  la  différentielle  complexe  zdn~~\-xdzy  le  ter- 
me zdM  devient  zx,  & l’autre  terme  xdz  devient  auffi 
xz,  qui  eft  l’intégrale  de  la  différentielle  complexe  z//x 
— Hf</z.  De  même  par  la  fubffitution  de  * aulieu  de 
de  Z au  lieu  de  dz^  &c.  dans  la  différentielle  zudz-i- 
xudz-hxzdu  chaque  terme  devient  xz«,  qui  eft  l’in- 
tégrale de  toute  cette  différentielle  complexe.  Et  ainfi 
des  autres  cas. 


XXII. 

Corollaire,  2.  La  différentielle  de  x elevée  a la 
puiflânce  dont  l’expolànt  eft  un  nombre  entier  pofitif  w, 

ou d. x”=zm  x”"^^ d X . Car  fi  l’on  confidere  la  fécondé 
puiftânçe  x*  comme  le  produit  xx  de  deux  variables  éga- 
lés x & x,  on  trouvera  par  le  premier  cas  du  theore- 
me  precedent  que  </.x*  =x</x— »-x</x=2x//x=»7x'”~Vx, 
en  fuppofânt  m = 2;  on  prouvera  de  môme  par  le  fé- 
cond cas  que  d.x^  =x*  </x— t-x*  </x— 4-xVx=3xVx= 
mx”’~'dxy  en  fuppofânt  >«=3;  par  le  troifieme  cas 
on  trouvera  dx^=j^x^dxz=:mx”'~' dxy  en  fuppofânt 
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m = 4;  & par  le  theoreme  general  on  comprendra  aile- 

ment  que 


XXIII. 

Theoreme.  La  différentielle  d’une  fraflion -dont 

Z 

le  numérateur  & le  dénominateur  font  variables,  eft 

lors  qu’on  fuppofe  que  * & * croiffent  en 

même  tems;  & cette  différentielle  eft  lors  que 

le  numérateur  croiflànt,  le  dénominateur  décroît. 

Démonstration.  Pour  démontrer  ce  theoreme 


fuppofons 


par  confequent  x = szj  dx  = zds 


-^sdx.  (Art.xx.);  & d s—d ^ félon  que 

la  différentielle  dz  e(i  n^ative  ou  pofitive.  Or  en 
fubftituant  dans  le  terme  sdz  lavaleur  de  r,  qui  eft, 

on  trouve  sdz:=^^-^  ; d’  ou  1’  on  conclut  que 


d X X d Z zdx-hxdz 

— « — #•  — — - ' ■ — • 

Z ~ zz  zz 


C.^F.D. 


XXIV. 


Corollaire.  La  différentielle  de  la  fraflion  - 

Z 

dont  le  numérateur  eft  conftant  & le  dénominateur  va* 
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riablî , eft  — ■ ; car  en  faifant  - on  a,  = 

sz  y & da=zo  — z(is—hsdz  , par  conîequent  dj  = 
d.  -=  — , en  fubfti tuant  - au  lieu  de  s, 

Z Z Z Z Z 


XXV. 


THEOREME.  La  différentielle  de  la  puiflànce 

cft  mx”‘~~^dxy  quelque  foit  1’  expofant  w,  pourvu  qu’il 
foit  confiant. 

Démonstration.  i.«fCas.  Lorfque  1*  expofant  m 
eft  un  nombre  entier  & pofitif,  on  l’a  démontré  a 1’ 
Art.  XXII. 

a.*  Cas.  Lorfque  l’ expofant  m eft  un  nombre  en- 
tier négatif,  ou  que  la  puiflance  eft  il  faut  dé- 
montrer que  d.)i~’”^‘ — mx  ^dx.  Suppofons  pource- 

la  x~”ou  — ^ = par  confcquent  & enpre- 

% 

nant  les  différentielles  de  part  & d’autre  du  figne  d’ éga- 
lité, o=.x’”  ds-^rm  s x”’’~^dx  [Art.  xn.  XX.  & xxii.  ) donc 

— msx  dx  . 

d s =J,  X =Z ;;; = m SX  . 

n 


mx 


"d> 


— W— I J 

•mx  dx. 


M 


en  fubftituant  au  lieu  de  s 
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{à  valeur  — • C.  ^ F.  D. 


2t 


3.®  Cas.  Lorfque  m eft  un  nombre  rompu  pofuif 


ou  négatif,  ou  que  en  fuppofant  w = -,&que 

P 8c  Tf  font  des  nombres  entiers  pofitifs  ou  négatifs  ; 


il  faut  démontrer  que  la  différentielle  de  m eft. 

I n 

dx.  Suppofons  pourcela  ou  *"=î^  ; en 

prenant  les  différentielles  de  part  8c  d’autre  on  aura 

n 

d.  &«»’^‘<f*=/>/”‘Jrpourlesdeuxpremiers 

""'j 

Cas;  d’ou  l’ontire  d s— . Or  puifque  *”=/  on 

P*~‘ 


a y =î^~*  , donc  on  aura  ds=. 


n IX  dx  nsx  d x 


t* 


nx^  dx 


en  fubfti tuant  aulieu  de  s dans  »rx 


C.  ^ F.  D. 


XXVI. 


THEOREME.  X étant  une  fonélion  compofée  com- 
me on  voudra  de  variables  x,/,«,»,&c, &de  confiantes, 
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fi  on  prend  fa  différentielle,  i.®  en  fuppofant  que  de 
toutes  les  variables,  *,/,*,«,  &c.  la  feule  * demeu- 
re variable,  & que  toutes  les  autres &c.  de- 
viennent confiantes  ; 2.  ® en  fuppofant  que  toutes  les  va- 
riables *,«,«,  &C.  font  confiantes,  excepté  la  fecon- 
de  /;  3.°  en  fuppofant  que  toutes  les  variables  font 
confiantes , excepté  la  troifieme  * ; en  continuant  ainfi 
a prendre  les  différentielles  de  X jus  qu’a  ce  qu’on  foit 
parvenu  a la  demiere  variable  : la  fbmme  de  toutes  ces 
différentielles  {èra  la  différentielle  de  la  fonftion  X,  telle 
qu’on  la  trouve  par  la  réglé  generale  du  calcul  différen- 
tiel (Art  XX.)  en  fuppofant  que  *,/,*)  font 

toutes  variables  en  même  tems. 

Démonstration  . i ® Nous  avons  démontré  ( Art. 
XVIII.)  que  fi  la  fonaion  X efi  compofée  comme  on 
voudra  de  plufieurs  parties  variables  Jointes  enfemble  par 

les  fignes—^ou-",  comme  x—+'^-+*“~w8tc.  la  différen- 
tielle dX  trouvée  parla  réglé  generale  fera 

tiz du  &c.  Or  en  differentiant  X,  i.®  en  fuppofant 

que  la  feule  quantité  x efi  variable,  on  a </x;  2.®  en 
fuppofant  / feule  variable,  on  a <//;  3.®  en  fuppofant 
» feule  variable,  on  ^ dz.  4.®  en  fuppofant  u feule 
variable,  on  a —du  &c.,  & la  fomme  de  toutes  ces  dif- 
férentielles efi  du-¥dy-¥dz—dM-^  &c.  telle  quon  la 
trouvée  en  differentiant  la  fonfÜon  X par  la  réglé  gene- 
rale. 
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2.  ® Lorfque  X eft  compofée  de  variables  & de  ,con- 
ftantes,  multipliées  les  unes  par  les  autres  comme  x/z, 
&C.  Nous  avons  démontré  (Art.  xx.)  que  la  dififéren- 
tielle  dX  e(i  égalé  a la  Ibmme  des  produits  qu’on  trou- 
ve en  multipliant  la  différentielle  de  chaque  variable  par 
le  produit  de  toutes  les  autres  variables.  Or  cette  Tom- 
me eft  la  même  que  celle  qu’on  trouve  en  prenant  fuc- 
ceflivement  les  différentielles  deX  dans  les  Tuppofitions 
que  tontes  les  variables  font  confiantes,  i.®  excepté  la 
première,  2.®  excepté  la  fécondé,  3.®  excepté  la  troi- 
fieme,  & ainfi  de  fuite  jufqu’a  la  derniere  variable,  & 
en  Ajoutant  enfemble  toutes  ces  différentielles. 

3. ®  Lorfque  X eft  compofée  de  variables  divifées 
comme  on  voudra  les  unes  par  les  autres  comme  ~ ; 

fi  on  met  une  autre  variable  p a la  plafe  de  ^ , on  au- 
ra ^ =xp,  & la  demonftration  fera  la  même  que  dans 
le  cas  precedent. 

4.  ® Enfin , lorfqne  les  parties  de  la  fonélion  X ren- 
ferment des  puiflànces,  des  radicaux,  ou  d’ autres  fon- 
élions  quelconques  des  variables,  on  peut  mettre  a la 
place  de  chacune  de  ces  fonélions  une  autre  variable  , 
& la  demonftration  demeure  la  même  que  dans  les  cas 
precedens.  Donc  ce  theoreme  eft  démontré  dans  tous 
les  tas  poffibles. 
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xxvir. 

Corollaire.  i.°  Si  la  fonéHon  X ne  contient 
que  deux  variables  »,  &/,  fa  différentielle  dX  pourra 
toujours  erre  exprimée  par  Ad x-+  B d/ y eu  fuppofant 
que  ^ eft  la  quantité  finie  qu’on  trouve  en  différen- 
ciant X dans  la  fuppofition  de  y confiante  & de  » 
variable  , & B étant  la  quantité  finie  qu’on  trouve 
en  différentiant  la  fonilion  X dans  la  fuppofition  de  » 
confiante  de  / s’ariable;  car  la  différentielle  de  X 
en  ne  fuppofant  que  * variable  , doit  toujours  etre 
une  quantité  finie  multipliée  par  dxÿ  & en  ne  fup- 
pofant que  y variable  la  différentielle  de  X doit  tou- 
jours etre  une  quantité  finie  multiplié  par  dy.  On  de- 
montre  de  même  que  fi  la  fonélion  X ne  contient 
que  trois  variables  la  différentielle  d X pour- 

ra toujours  etre  exprimée  par  Adx—^Bdy—h-Cdzy 
en  fuppofant  que  Ay  B 8c  C font  les  quantités  finies 
qu’on  trouve  en  différenciant  X dans  les  fuppofitions  , 
i.“  que  X feule  efl  variable,  2.'*  que  c e([y  feule,  & 3." 
que  c’efl  la  feule  ».  On  prouve  de  la  même  maniéré 
que  fi  la  fonflion  X ne  contient  que  quatre  variables 
»,/,»,&»  fà  différentielle  dX  pourra  etre  exprimée  par 
Adx-¥  B dy-¥C dx-^-Dd  U ; Sc  que  fi  elle  en  contient 
cinq,  Xyy yXyUySy  fâ  différentielle  dXkizAdx-^-Bdy 
-H-Cda— & alnfi  de  fuite,  en  fuppofant 

que 
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que  C,  D,  E &c.  font  les  quantités  finies 

qu’  on  trouve  en  différenciant  X dans  les  fuppofitions 

i.°  de  * feule  variable,  2.®  de  / feule  variable  &c. 

XXVIII. 

Corollaire.  2.®  Lorfque  la  différentielle  d X a. 
une  intégrale  X on  peut  la  trouver  en  intégrant  dans 

fon  expreffion  Adx-^-Bdjf—^-Cdz—i-Scc.  i.®  Le  terme 
A du  en  fuppofant  que  m feule  eft  variable , 2.  ® le  terme 
Bd  y en  fuppofant  que  y feule  eft  variable  , & ainfl 
de  fuite  jufqu’au  dernier  terme,  & en  comparant  en- 

tr’elles  toutes  ces  intégrales . Car  fi  elles  font  toutes 
les  mêmes,  on  aura  dans  la  première  5.  Adx  X inté- 
grale cherchée  ; Si  elles  font  différentes  on  ajoutera 
a ce  quelles  ont  de  commun  , tous  les  termes  qui 
font  leurs  différences  pour  avoir  T intégrale  X,  a laquel- 
le on  pourra  ajouter  une  confiante  fuivant  la  réglé 
(Art. XVI.)  voici  la  raifon  de  ce  procédé:  puis  qu’on 
a trouvé  le  premier  terme  Adx  en  différenciant  dans 
la  fuppofition  que  x feule  etoit  variable  ; 8c  toutes 
les  autres,  y,  z,  8cc.  confiantes;  en  intégrant  Adx 
dans  la  môme  fuppofition , on  aura  un  intégrale  S.  Adx 
qui  rendra  X dans  la  môme  fuppofition  ; mais  comme 
la  fonftion  X peut  etre  compofée  de  termes  qui  ne  con- 
tiennent point  la  variable  x,  & que  tous  ces  termes 
’s’ evaûouïffent  en  difiérentiant  X dans  la  fuppofition  que 

D 
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toutes  les  variables  y , % &c.  font  confiantes  ; on  ne  re- 
trouvera pas  ces  termes  dans  1’  intégrale  S.Adx’  mais 
on  les  trouvera  dans  les  autres  intégrales  $.B dy  ^S.C d 
&c.  dont  les  différentielles  B d y d z y &c. ont  été  trouvées 
en  fuppofant  fucceffivement  que/,  z,  3cc.  etoient  va- 
riables; car  Bdy  étant  la  différentielle  de  X dans  la 
fuppofuion  de  y variable , les  termes  de  X dans  les  quels 
fe  trouvent  y y n’ont  point  été  détruits  par  la  différen- 
tiation de  X pour  trouver  Bdy;  on  les  retrouvera  donc 
dans  r intégrale  S.  Bdy;  & ainfi  des  autres.  Mais  il 
faut  éclaircir  ceci  par  un  exemple  facile. 

Si  on  fuppofe  X=y^ y b x—^cy^—^q  con- 

fiante ; on  trouvera  d X = 3 /*  x'd x—¥zyx^dy  —h  2 ay  xd x 
—^ax'dy—\-bdx-¥2  cyd y=.{^y^  x*-^-  2 ay  x-^b)  d x-^- 
( 2 y x^  —f-(7  x^  -¥2  cy)  d y = Ad  x -+B  dyy  en  faifant  A 

^y^x^~+2ay—¥by8cB=:  2 / t- /»  x* -+  2 cy.Orcn  in- 
tégrant Adx  dans  la  fuppofition  de  x variable  8c  de  y 

conRante , on  trouve  S.  Adx—y^  x^-y-  a y x^  b x ;8c  en 
integmnt  Bdy  dans  la  fuppofition  de  x conRante,  on 
trouve  S.  Bdy  = y‘ x^ -{-ax^y~+^ y^  ; 8c  en  comparant 
CCS  deux  intégrales , on  trouve  que  leurs  termes  com- 
muns font  /*x’  — ♦-/ïK*/,  8c  leurs  termes  différens /»x& 
cyy;  en  les  ajoutant  enfemble  on  a/*x’-4-/?x*/— h^x-<- 
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cyy  pour  rina-grale  X,  a laquelle  ou  pourra  ajouter 
une  conftante  fuivant  la  re§le  (Art.  xvi.) 

XXIX. 

THEOREME . SI  X eft  una  fon6lion  quelconque 
composée  de  deux  variables  * Se  / & de  confiantes , & 
par  confèquent  J X~  Adx-^B  dy;  la  différentielle  de 
Adx  prife  dans  la  fuppofitioa  de  x confiante  & de  ^ 
variable  fera  égalé  a la  différentielle  B d y prife 
dans  la  fuppofition  contraire  de  y confiante  , &.  de  x 
variable  ► 

Démonstration.  Si  dans  la  fonélion  X on  fub- 
ftitue  x-^-d  X au  lieu  de  x & y-^-d  y au  lieu  de  / , & 
que  par  ces-  fubflitutions  X devienne  X',  la  différentielle 
de  X,  ou  dXCstiX’ — X=zAdx-i~Bdy  (Art.xxvii.) 

Si  dans  la  même  fonélion  X on  fubflitue  feulement 
ie-+d  X au  lieu  de  x en  confiderant  y comme  confiante  , 
& que  par  cette  fubflitution  X devienne  R;  en  fubfli- 
tuanr  enfuite  dans  ü,  y—^d  y au  lieu  de  / , devien- 
dra X' : puis  que  c’efl  la  même  chofe  de  ’fubflituer  en 
même  tems  dans  X les  deux  quantités  x-+dx  au  lieu 
de  « & y-^yy  au  lieu  de  y y ou  de  fubflituer  d’abord 
dans  X la  quantité  x—^dx  au  lieu  de  x pour  clunger  X 
en  R,  & de  fubflituer  enfuite  dans  la  quntité^-4-dy 
an  lieu  de 
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Par  la  même  raifon  fi  on  fubftitue  dabord  dans  X la 
quantité/— au  lieu  de/,  & que  par  cette  fubfti- 
tution  X devienne  S ; en  fubftituant  en  fuite  dans  5"  la 
quantité  x—hdx  au  lieu  de  »,  on  changera  S"  en  A". 

Donc  fi  on  différencie  X en  fuppofant  * variable  & 
/ confiante,  la  différentielle  fera  & fi  on 

différencie  X en  fuppofant  / variable  & x confiante  U 
différentielle  fera  S — X=^Bdy  (Art. xxvil.) 

Mais  parce  qu’en  fubftituant/— hd/  au  lieu  de  v dans 
R,  8c  ff—^dy  au  lieu  de  / dans  X,  R devient  X'  & X 
devient  S,  & que  par  confequentR  — Xdcvient  X' — >S; 
la  différentielle  de  R — -X  qui  eft  celle  de  Adx,  en 
fuppofant  y feule  variable  & » confiante  cfiX'' — J — -R-^X 
( Art.  XXVIL  ) 

De  même  puis  qu’en  fubfiituant  dans  X la  quantité 
ff-¥dy  au  lieu  de  / , Xdevient 5",  8cS — >X=Bdyi  8c 
qu’en  fubfiituant  dans  S 8c  dans  X la  quantité  x—hdx 
au  lieu  de  x,  S devient  X’  8c  X devient  R,  8c  par 
confequent  S — X devient  X'-^R,  La  différentielle  de 
S — Y ou  ds’Bd/  en  fuppofant  x variable  & y confian- 
te fera  X' — R — 5-+-X,  la  même  qu’on  a trouvée  pouf 
la  différentielle  de  Adx  en  fuppofant  / variable  x 
confiante.  C.^F.D. 
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Corollaire,  i.®  Donc  fi  on  prend  la  dlfFcren- 
tielle  de  Adx-^Bdy  en  fuppofant y variable  & x con- 
fiante dans  Adx,  & aucontraire  x variable  & y con- 
fiante dans  Bdy^  on  aura  dA.dx~dB.dy,  pc  par 

confequent  — = . Et  fi  on  propofc  de  trouver  1’  in- 


tégrale d’une  différentielle  Adx—^Bdy  dans  laquelle 
AS<.B  font  des  fonflions  de  deux  variables  x 8c  y Sc 
de  confiantes;  cette  différentielle  u’  aura  point  d’  inté- 
grale finie  X,  a moins  que  ~ ne  foit  égalé  a — en 


prenant  la  différentielle  d A dans  la  foppofition  de  x 
confiante  & de  y variab'e,  & en  prenant  la  différen- 
tielle dB  dans  la  fuppofition  contraire  de  y confiante 
5c  de  » variable.  Mais  fi  en  prenant  les  différentielles 

comme  nous  venons  de  le  dire , on  trouve  — , 

’ dy  d X ^ 


on  trouvera  X àt  A d x B d y par  la  méthode 
du  Corollaire  z.  du  Theoreme  precedent . 


XXXI. 

Corollaire  . 2.  ® Si  X eft  une  fonfHon  quelcon- 
que compofée  de  trois  variables  8c  z &de  confian- 

tes, & par  confequent  dX=Adx—^Bdy-^Cdz;  on 

. • dB  dA  de  „ dB 

aura  ces  trois  équations  — — , — =- — , 8c  — • 

•*  dj)  dx  ^ dz  dx  ’ rfç 
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= , en  prenant  pour  la  première  équation  la  differen- 

tîelle  d A dans  la  fuppofitloii  de  y feule  variable,  & la 
différentielle  dB  dans  la  fuppofition  de  * feule  variable; 
En  prenant  pour  la  fécondé  équation  la  différentielle  d A 
dans  la  fuppofition  de  z feule  variable,  & la  différentiel- 
le dans  la  fuppofition  de  * lêule  variable,  8c  de 
même  en  prenant  pour  la  troifieme  équation  la  différen- 
tFelle  d B dans  la  fuppofition  de  z feule  variable , & la 
différentielle  dC  dans  la  fuppofition  de  y feule  variable. 
Car  puifque  Adx-^-Bdy—^Cdz.  eft  la  différentielle  de  la 
fonflion  finie  X compofée  de  trois,  variables  *,  / & z, 
fi.  on  fuppofe  Z confiante,  le  dernier  terme  Cdz  s’éva- 
nouira, 8c  la  fonélion  X ne  contiendra  que  deux  varia- 
bles * 8c^,  par  confequent  fa  dift’érentielle  {zra.Ad>i—y- 

Bd  y ^ dans  la  quelle  on  aura^:=-^par  le  Cor.,  i.; 

8c  fi  on  fuppofe  y confiante  la  différentielle  Bdy  s’éva- 
nouira,. 8c  la  différentielle  deviendra  4-C</z,  dans 

la  quelle  on  anra-^=-^;  8c  on  prouvera  de  même 


, ^ r n dB  dC 

quen  fuppofant  * confiante,  on  aura  ■ 

Si  la  différentielle  Adx-^Bdy—¥Cdz  fournir  les 

dA  dB  dA  dC  O dB  dC 
trois  équations  = 

trouvera  fon.  intégrale  X par  le  Cor.  du  Theoreme 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  I.  31 

precedent;  mais  fi  elle  ne  donne  pas  ces  trois  «quations, 
elle  n’aura  point  d’intégrale  finie  X. 

Ce  n’eft  pas  icy  le  lieu  de  traiter  cette  matière 
plus  au  long,  il  fuffit  d’ avoir  démontré  avec  fimplicité 
les  deux  dernicres  Theoremes  ^ui  font  le  fondement  des 
principales  decouvertes  qu’on  a faites  dans  le  calcul  in- 
tégral; Nous  en  ferons  un  grand  ufage  dans  la  fuite  de 
cet  ouvrage, 

XXXII. 

Lemme  pour  fervir  de  préparation  a l’ ufage  des 
Logarithmes  dans  les  Calculs  différentiel  .&  intégral. 

i.°  La  courbe  B MR  (fig.  5.  ) dont  les  ordonnées 
AB My(^JR^S<.z.  eijLWt  en  progreffion  géométrique, 
les  abeifles  correfpondantes  0^  AP  ^ A^J^z.  font  en  pro- 
greffion  arithmétique,  fe  nomme  Logarithmique',  par  ce 
que  les  abfciffes  peuvent  être  prifes  pour  les  logarithmes 
de  leurs  ordonnées.  On  peut  prendre  pour  l’unité  une 
ligne  donnée  quelconque  entre  fes  ordonnées,  & déter- 
miner enfuite  les  rapports  des  autres  lignes  a celle-la,  & 
les  exprimer  par  des  nombres.  Nous  fuppoferons  a l’or- 
dinaire, que  l’ordonnée  AB,  ou  commencent  les  abfcif- 
fes, 0 , AP , A ^ &c.  & dont  le  logarithme  eft  zéro  , 
reprefente  l’ unité , & que  toutes  les  autres  ordonnées  , 
comme  PM,  &c.  pouront  etre  exprimées , par  des 

nombres , qui  marquent  leurs  rapports  a l’ ordonnée  A B, 
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2. ®  Si  par  un  point  quelconque  M de  la  loga- 

rithmique on  tire  une  tangente  MT,  qui  rencontre  l’axe 
ou  la  ligne  des  abfcifles  au  point  T,  je  dis  que  la  fou- 
tangente  PT  fera  confiante,  en  forte  que  fi  l’on  nvénc 
par  un  autre  point  R de  la  ^courbe  une  autre  tangente 
RT' y les  deux  foutangentes  PT  8c  feront  égalés. 
Car  fuppofant  que  l’ ordonnée  P M foit  a fà  voifine  P'  M' 
comme  l’ordonnée  ^R  a ^R'y  & que  par  confequent 
les  abfcilTes  corrcfpondantes  fbient  en  proportion  arithmé- 
tique, ou  que  leurs  différences  PP'  & fbient  ^a- 

les  ; faifons  AP=zity  PM=yy  P = 

M'  N=dj>y  ^R  — u,  SR>=zduy  nous  aurons  la  pro- 
portion géométrique  y : y —\rdy  : : « : u—^du,  & par  la 

fouflraétion  des  antecedens  y:dyi:u:duy  & , 

ajf  du 

mais  la  foutangentc  P T — , & ^T*—  Art.  x.  ). 
Donc  en  fubftituant  au  lieu  de  fon  égalé  — , on 

« 7 du 

aura  ^T'=zPT.  C.j^P.D. 

3. ®  Si  l’on  defigne  para  la  foutangentc  PT,  on 
aura  pour  1’  équation  différeutielle  a la  logarithmique 

dx  dy  „ . X ^ Jr 

•^—gy  ou  & en  intégrant  -=  S.  -A.  * 

puis  donc  que  * eft  le  logarithme  de  y y pris  dans  la 
logarithmique  dont  la  foutangente  eft  00  a ce 

Théo* 
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L'  intégrale  ou  t intégrale  <f  une  fradion  — 

y y 

dont  le  numérateur  à y ejl  la  différentielle  du  dénomina- 
teur y ^ ejl  le  logarithme  x du  dénominateur  divifê  par 
la  foutangente  a de  la  logarithmique  ou  f on  prend  ce  lo- 
garithme . 

4.°  Par  les  mêmes  raifons,  fi  on  fuppofe  que  z eft 
le  logarithme  d’une  ordonnée  quelconque  u , dans  une 
autre  logarithmique  dont  la  foutangente  foit  ^ ; on 


aura  — & fi  l’on  fuppofe  de  plus  que  les  or- 

données/ & U prifes  dans  les  deux  logarithmiques  dont  les 
foutangentes  font  a Sc  h y foient  les  mêmes  , ou  quelles 
foient  exprimées  par  le  même  nombre,  en  faifant  «==y, 

on  aura  = S. -^  = J par  confequent  ax  — hxy  & 

xiz'.'.a:  b.  Ce  qui  donne  cet  autre 
THEOREME. 


Les  logarithmes  d un  même  nombre  pris  dans  deux 
logarithmiques  differentes  font  entreux  comme  les  foutan- 
gentes de  ces  logarithmiques . 

Nous  defignerok.s  dans  la  fuite  le  logarithme  d’ une 
quantité  ou  d’ un  nombre  quelconque  y par  la  lettre , 
Ly  placée  devant  ce  nombre;  ainfi  Ly  lignifiera  le  lo- 
garithme de  y, 

E 
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5. ®  Si  on  prend  les  logarithmes  dans  une  logarithmi- 

que dont  Ja  foutangente  eft  l’unité,  on  aura  toujours 
Ly^=.S.  , c’eft  adiré  que  l’intégrale  S.—  d’ une 

fraftion  dont  le  numérateur  eft  la  différentielle  du  dé- 
nominateur, eft  toujours  égalé  au  logarithme  du  deno- 
rninateur,  en  prenant  ce  logarithme  dans  la  logarithmi- 
que dont  la  foutangente  eft  l’ unité . On  a coutume  de 
nommer  ces  logarithmes  hyperboliques^  pour  le;  diftiu- 
guer  des  logarithmes  ordinaires  dont  la  foutangente  n’eft 
point  l’unité,  mais  la  fraélion  décimale  0.4342^448. 
Car  dans  les  tables  ordinaires  le  logarithme  de  l’ unité 
eft  O , & celui  de  i o eft  i ; mais  dans  les  logarithmes 
hyperboliques  le  logarithme  de  1’  unité  eft  o , & le  loga- 
rithme de  10  eft  2.302^850$),  que  nous  defignerons 
par  N.  Donc  le  logarithme  hyperbolique  de  10,  ou  N, 
eft  au  logarithme  ordinaire  du  même  nombre  10  , qui 
eft  I , comme  la  foutangente  de  la  logarithmique 
hyperbolique  eft  a la  foutangente  de  la  logarithmique 
des  tables,  que  nous  appellerons  iW;  par  ou  Ton  trou- 

•ye  cette  foutangente  M=  -^  = o.  4342P448 . 

6.  ® Cela  pofé  on  peut  toujours  trouver  par  le  moyen 
des  tables  ordinaires  le  logarithme  hyperbolique  d’ un 
nombre  donné,  que  nous  appellerons  B.  on  n’a  qu’a 
chercher  dans  ces  tables  le  logarithme  A du  nombre 
donné  .8  , & en  fuite  le  multiplier  par  N ou  par 
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J.3025850P  pour  avoir  le  produit  AN,  qut  léra  le  lo- 
garithme hyperbolique  de  B:  puifque"  la  foutangente  M 
de  la  logarithmique'  des  tables  eft  a la  foutangente  r 
de  la  logarithmique  hyperbolique,  comme  ^logarithme 
de  B pris  dans  les  tables  eft  au  logarithme  hyperboli- 

que  de  5,  qui  fera  par  confequent  - — AN,  a caufc 
deM’=  On  peut  aufti  par  la  même  proportion  trou- 
ver dans  les  tables  le  nombre  B qui  répond  a fon 
logarithme-  hyperbolique  donné::  car  que  C foit  le  lo- 
garithme hyperbolique  du  nombre  cherclié^S;,  ou  aura  la 
proportion  i:  M'::Cx  A,  logarithme  do  B pris  dans 
les  tables,  qui  fera  par  confequent  MCy  qu’on  cher- 
chera dans  les  tables,  & a coté  de  ce  logaritlime  MC 
fe  trouvera  le  nombre  B, 

7.°  Aurefte  il  eft  facile  de  démontrer  q^ue,  fi  dans  1’ 
hyperbole  equilatere  ECMM  (fig.d.) , rapportée  aux  afym- 
ptotes  AD  & on  fuppofe  A B=^BC=:  1 , l’ab- 

fciffe  AP  — x,  l’ordonnée  PM—/,  l’ équation  x y = i 

& parconfequent/  = “>  on  aura.  ydx—~  r ^ 

CBPM=S./dx=Jx , en  prenant  ce  logarithme  de 
X dans  la  logarithmique  dont  la  foutangente  eft  l’ unité, 
par  ou  l’on  voit  l’invention  des  logarithmes  dépend 
dk  la  quadrature  de  1’  hyperbole. 


J* 

a-t-CM 
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XXXIII. 

THEOREME . L’ intégrale  de  la  différentielle 

cft  J.  L ^ L l’intégrale  de  la 

différentielle  eft  — L,  ^ «lie  de  la 

différentielle, — '7!^»  ou  de_^_^  eft  — ' -L^  ^ J» 

en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques. 

Demon§tr,atiov.  I.®  En  fupofant  -+j«=z  , 


on  aura  & 


idx  Idz 

_i — f Or  r im 


a-¥cx  • 


Z-t-X 


\dx 

tégrale  de-^^ — eft  1 £.z (Art. xxvi. &xvii.) donc  l’in- 


^di 


tégrale  de  la  différentielle^ ou  de  eft  - , E 


•-  -fjf 

c 


a.®  Demémeen  fuppofànt — x=:*,  onaura</x=: 
. ~dx  • 

-^dz^  & —^=z~ =—  Or  l’intégrale  de 


<»— f JT  a 

X 
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i Z,2i=:— - • i . L 

ex  e t \ c ! c 

(Art.  XXXII.  XXXIII.)  donc  &ç. 

3.®  Puifque  l’intégrale  de  eft  ~ X,,^— 


par  le  prenûer  cas , celle  de 


doit  etre  — ~ i. 


C.^F.D. 


XXXIV. 


Corollaire.  On  peut  tirér  des  deux  articles  pre- 
cedents les  principes  du  Calcul  exponentiel  q^ui  fait  uns 
partie  importante  du  calcul  intégral. 

On  appelle  quantités  exponentielles,  celles  qui  font 
elevées  a une  puilTance  dont  1’  expofânt  eft  variable  : 

telles  font  les  quantités  <»*,  4*/*,  a*  — ♦•/*.  Ce  calcul  fè 
réduit  aux  logarithmes;  car  fi  les  quantités  font  égalés, 
leur»  logarithmes  doivent  etre  égaux;  ainfi  /étant  fup- 

pofé  = on  aura  L.  a —L.  /. 

Or  par  la  nature  des  logarithmes  x L.a'=.y  L.b» 

de  même  l’ équation  / —b  qui  contient  des  doubles 
expolans  indéterminés,  fe  réduit  premièrement  a x*  L. 

a=i/L,b.  & cette  demiere  a ccUe-cy , %L,  it-^L,L.a 
= uL./-¥L.Jmb, 
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On  pourra  au  contraire  réduire  une  équation  loga- 
rithmique a une  equatioa  exponentielle.  Ainfi  xL.x=z 

La^  fe  réduit  a**  = tf,  cette  operation  s’appelle  rcpafler 
des  logarithmes  aux  nombres,  deméme  fi  on  a 1’  équa- 
tion dans  la  fuppofition  de  i =:L.c,  c’efi  adiré 

11,  c eft  le  nombre  dont  le  logarithme  eft  1’  unité , on 

aura  L.y=.xL.c\  d’ou  T on/ = c*  qui  eft  T équation  a 

la  logarithmique,  (Lem. prec.)  dans  le  quelle  = </x 

& L/=.xL.e. 

On  voit  donc  que  pour  différencier  les  quantités 
exponentielles,  il  fuffit  de  multiplier  la  quantité  même 
par  la  différence  de  fon  logarithme.  Ainfi  la  différence 

de  c =c*  dicL.c,  Ce  qui  eft  évident  par  la  fubftitution ,. 
en  failànt  c*=Zj  on  aura  x L.  c=.L,z^8c  dx L.  c 
— , dbnc  </z=:zrfxL.r=c  dxLc^  Il'peut  arrivér  que 

rexpoTant  une  quantité  exponentielle-  foit  affeflé  d’ un 
logarithme,  mais  l’operation  n’en  fera  pas  plus  diffici- 
le en.  fuppolant  que  l’expreffion  logarithmique  foit  éga- 
lé a un  fimple  expolànt  indéterminé. 

Puilque  le  calcul  intégral  eft  l’ inverfe  du  calcul 
différentiel,  il  eft  évident  qu’on  aura  1’  intégrale  d’ une- 
différentielle  exponentielle  en  divifant  cette  quantité  m#- 
me  par  la  différence  de  fon  logarithme.  Ainfi  l’ inté- 
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gralc  de  eft  x^;  comme  il  eft  aifé 

de  s’ en  affurcr  en  dilf^rentiant  de  nouveau . Or  la  diffé* 

rence  du  Ic^arithme  de  eft  d y L.x-¥- — divifànt 
x^djr L. X’-y-x*~' y d x=ue^d f — par , d^ Lx-Ht 

on  aura  au  quotient  x^.  ZI  fera  quelquefois  plus 
commode  d’ employér  les  fubftitutions.  Aiiifi  dans  l’ exem- 
ple precedent,  fi  on  fait  x^=zz^  on  aura  yL.x'=.L.x 
& en  différenciant,  ^-^—i-dj/L.x=‘~^  & pn  fubftituaot 

^ x^ydx  . . 

â/L.x-i — — =</%,  dont  r intégrale *=x^ Il fuffit 

d’ avoir  fait  cette  remarque  qui  nous  fervira  de  principe, 
lorfque  nous  ferons  dans  la  fuite  ufage  de  ce  calcul. 

XXXV. 


THEOREME.  L’intégrale  de  la  différentielle  x"dM 

eft  - quelque  nombre  que  foit  1’  expofant  m;  exce- 
pté le  cas  de  w= — i ou  de  x“‘</x,  dont  l’intégrale 
«ft  L.X,  ou  le  logarithme  hyperbolique  de  «. 


Démonstration.  La  différentielle  de  - 


m ' 


K 

m~hs 

m^i 


eft 


m I 

— <=x”dx  (Art.  XXV.)  donc  eft 

m-hl  ' ' W-H 
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r intégrale  de  m”  dx  ( Art.  iv.  ) C.  ^ F.  D. 

Il  faut  en  excepter  le  cas  de  m=—  i , ou  de  x~'dM 
dont  l’int^rale  eft  L.  » ( Art.  xxvi.  ) 

XXXVI. 

Corollaire,  i.  Donc  on  trouve  T intégrale  de  la 
différentielle  eu  otant  dx^  pour  avoir  x"*,  en  ajou- 

tant r unité  a T expofànt  m pour  avo'ir  x”*'*’*  & en  divi- 

lânt  x"''^*par  m-^i  pour  avoir 

Si  a eft  une  confiante,  l’intégrale  de  ax” dx  fera 

m-¥i 

la. (Art.  XVII.) 

TO-M 

XXXVII, 

Corollaire,  z.  On  trouve  par  la  même  formu- 
le l’intégrale  d’une  différentielle  complexe,  comme  de 

ax”dx—¥bydy—¥c7i  ^ dz—¥  Ô*r.  pourvu  que  cha- 
que terme  ne  referme  q’une  feule  variable  il  n’ya  pour 
ceb  qu’a  prendre  l’intégrale  de  chaque  terme  fuivant  la 
formule;  Car  la  fomme  de  toutes  ces  intégrales  fera 
l’intégrale  de  b différentielle  complexe  (Art.  xviii.) 

y W-4-J  I 

ainfi -+• -^cL.%  fera  l'intégrale  de  b dif- 

férentielle  propofée. 

XXXVIII. 

I 

t 
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XXXVIII. 

Corollaire.  3.  On  trouve  encore  par  la  mê- 
me formule  r intégrale  de  la  différentielle  ax”‘  dx, 

dans  la  quelle  a^ù,c  Ibnt  des 
confiantes,  ZjVjP&c.  des  polynômes  quelconques  com- 
me hBx"  — h &c. , dans  les  quels  il  n’y  a 

d’autre  variable  que  * & fes  puiffances,  avec  les  expo- 
fans  quelconques  m,  »,  rj  pourvu  que  les  expofàns 
A,  |tx,  r,  P foient  des  nombres  entiers  & pofuifs;  car  il 
efl  évident  qu’avec  ces  conditions  on  pourra  développer 

toutes  les  puiflànces  &c.  & en  fuite  la  puif- 

fance  t-cy  — *-&c.  / & qu’en  multipliant  cha- 

que terme  par  ax'^dx,  on  aura  une  fuite  dont  tous  Ifs 
termes  feront  chacun  intégrables  par  la  formule  du 
Theoreme,  comme  dans  le  Corollaire  2. 

XXXIX, 

Corollaire.  4.  La  différentielle  »"‘v"dx  efl  in- 
tégrable par  la  même  formule  , que’lles  que  foient  les 
variables  z , v , * , & les  expofàns  »» , » ; lorfque  fon  faéleur 

différentiel  v”  d x eü  a la  différentielle  xfdz  en  raifon 

donnée , quelque  foit  1’  expofant  p de  car  en  fnppo- 

F 
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l?  <5^  ^ Sr 

fant  a\  b\l  dz:  v”dxy  on  aura  v”dx= — - par 


confcquent  a"  v”  </  * = 
- 

b V 

- • 


dont  r intégrale  e(l 


XL. 

THEOREME  . L’ intégrale  de  la  différentielle  d » 
„ {a-^bx)”-^^ 

(^a-^rbx)  eft  — — ; quelque  foitrcxpofantw; 

excepté  le  cas  de  m= — i.  ou  de  dont  l’intégra- 

le  eft  J . L (a-^-bx). 

Démonstration.  Suppofons  a-hbx=Zy  par 
confequent  b d x=.d%  ^ </*=--  8c  dx  (^a—¥bxy”=: 

m J 

% ax 


x”’dz. 


m-t-i 


Or  l’intégrale  de 


eft 


par  r Art. 


XXXV.  Donc  puifque  1’  intégrale 

( b 

de  la  différentielle  d»  (4— 1-4*)’”  fera  — — 

C.  F,  D. 
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Lorfque  m=:— i , on  démontré  ( par  T Art.  xxvi.  ) 

d X J 

que  r intégrale  de  la  différentielle  7 -^* 

X \ 

— J- 

XLI. 

THEOREME.  Toute  différentielle  d’une  feule  va- 
riable peut  etre  intégrée  par  la  quadrature  fuppofée  d’une 
courbe,  dont  on  aura  l’ équation. 

Démonstration.  Soit  Xd»  une  différentielle 
quelconque  d’une  feule  variable  *,  en  forte  que  X foit 
une  quantité  composée  comme  on  voudra  de  x & de 
confiantes.  Faites  Xdx=.y  dx^  ou,  X=y;  & vous 
aurés S.Xdx=zS.f  dx;  or  S.fdxcü  l’ aire  d’ une  courbe 
dont  r abfciffe  e(l  * & 1’  ordonnée  perpendiculaire  >',ou  X 
( Art.  VIII.  ),  & dont  1’  équation  cftX=/  donc  &c, 
C.  ^ F.D. 


Digilized  by  Google 


44  Elemens  du  Calcul  inte'gral 


1 TABLE  DES 

FORMULES  FONDAMENTALES . | 

1 DlFF£KE'NTlELLt5  ||  INTE'GRALFS.  || 

jrdx 

y/dx'-t-jy  • • • • 

aire  d'une  courbe  quelconque  dont  l’abrciflê  e(l  x, 
.l’ordonnée  perpendiculaire  .y. 

arc  d’une  courbe , abfcifle  x , ordonne'e  perpendiculaire.^. 

dx 

X ou  x-*-c  , e conftante  arbitraire  , ou  déterminée 

1 

adx . . . 

par  las  clrcoAances  • 
ax 

eix 

X 

4 

a 

dx-t-dz-hdu-+  &c.. 

zd  x-i-xd  Z 

X Z 

zdx — X dz 

X 

Z 

’—adx 

a 

XX 

X 

adx 

a 

XX 

X 

fL.x  on  logarithme  hyperbolique  de  x,zznL.x  en 

x~  (i*  ou  7"  • • • 

} prenant  h . x dans  les  tables  ordinaires  & le  mul- 

Ltipliant  par  asi<  }os585op. 

I 

x^  ày  U X-¥X  ydxx,J  I 

(x-4-^x)  dx  • • • 
(4-4-ix)  ,dx  , , , 

(4-*^r) 

Hm—t  ) 

L . L (}-Y^  hyperb , on  jJL  (“J”  ) dans  les  tables. 



rS.ydx,  aire  d’une  courbe  dont  l’abfciire  eft  x 
* l’ordonée  y.  & l’ équation  X=y  «n  fuppolânt  Jf 

"{.compofée  de  * fit  de  confiantes. 
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Remarque.  Nous  avons  établi  dans  ce  premier  cha? 
pitre  les  principes  generaux  du  Calcul  différentiel  & 
intégral,  qui  doivent  nous  fervir  de  fondement  dans  la 
fuite  de  ce  livre.  Quoique  l’ objet  de  cette  première 
partie  foit  l’intégration  des  différentielles  a une  varia* 
ble,  nous  avons  cependant  donné  des  règles  qui  appar* 
tiennent  a Mes  équations  d’ une  ou  plufieurs  variables  • 
Tels  font  par  exemple,  les  Articles  xxvii,,  xxviii. , 
XXIX.,  XXX.,  XXXI.  dans  lesquels  nous  avons  enfeigné 
a intégrer  les  équations  de  cette  forme  Ad -*■ 
Cdz&c..;  mais  nous  avons  traitté  ces  équations  comme 
C elles  ne  renfermoient  q’une  feule  variable;  il  ne  fera 
pas  hors  de  propos  d’expliquér  cette  méthode  un  peu 
plus  au  long,  ce  qui  deviendra  plus  aifé  d’après  les  prin- 
cipes precedents. 

Si  on  a ^ toujours  une  fonélion  des 

djdx 

deux  variables  x Sc,  la  quelle  étant  différenciée  don- 
ne Adx-\-Bdy  (Art.cités).  SoitTcette  fonélion  & par 
confequent  d F=zA d x—^Bdy  \ U eft  évident  que  Adx 
fera  la  différentielle  de  T,  fi  on  confidere  la  feule  * 
comme  variable,  & Bdy  en  fera  la  différentielle,  fi  on 
confidere  au  contraire , comme  variable  la  feule  y . 
Donc  on  trouvera,  T,  fi  on  intégré  Adx  en  regardant 
r comme  confiante , ou  fi  on  intègre  Bd  y en  confide- 
rant  x,  comme  confiante.  On  voit  donc  que  toute  cette 
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operation  fe  réduit  a l’ intégration  d’ une  formule  diffé- 
rentielle qui  ne  renfermeroit  q’une  variable.  Il  cft  clair 
par  ce  que  nous  venons  de  dire  qu’on  peut  trouver  le 
valeur  de  F,  de  deux  maniérés,  i.®  en  regardant  une 
fonftion  quelconque  de/,  comme  confiante.  2.®  En 
confiderant  comme  confiante  une  fonflion  de  x.  On  aura 
dans  l’un  & 1’  autre  cas  F—S.Adx-irT^  & F~S. 
Bdf—^-Xy  confiderant  F,  comme  une  fonélion  de  /, 
qui  ne  renferme  point  de  x,  & par  confequent  comme 
confiante,  8c  au  contraire  X efl  une  fonélion  de  x , qui 
ne  contient  point  de /.  Or  on  déterminera  aifement  la 
fonélion  F de  /,  & la  fonélion  X de  x,  par  la  compa- 
raifon  des  équations  S.Adx—^r=-S.Bd/-^X^  8c  F 
étant  l’intégrale  de  l’ équation  Adx—^Bd^\  il  efl  évi- 
dent, aiant  fait  l’intégrale  de  l’equation.^</x— = 
que  F,  fera  confiante  & qu’on  pourra  la  déterminer. 
Soit  par  exemple  l’equation  différentielle  zaxy dx-i- 

axxdjf — y*</x  — ^xj>/ df=Oy  comparant  cette  équation 

avec  la  forme^i/x— on  auraX=2 /»x/ — , & 
B'=-axx — 3»;'/ J Sc  on  trouve  dans  les  fuppofitions  re- 

•r  dA  dB  _ 

quiies  — =j-=2tfx — '3/y-  Donc  en  prenant,/, 

comme  confiante,  on  zun  S.Adx=axxy — y^x-¥r-,8c 
en  prenant  de  rechef  la  différentielle  en  fuppofânt  « 
confiante,  on  aura rfxxd/— 3 y/»d/-+<//'=:5d/,&  en 
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fubfti tuant  a la  place  de  5,  fa  valeur  axx  — 3*//, 
nous  trouverons  & par  confequent  /’=o,  ou 

confiante;  ainfi  la  différentielle  propofée  a pour  intégra- 
le axxy — X.  D’ ou  l’on  voit  que  pour  déterminer  les 
fonclionS)  X,  r qu’on  introduit  a la  place  des  conftan- 
tes , il  n’  efl  pas  neceffaire  de  faire  deux  intégrations . 
Quand  on  a intégré  une  partie  comme  Adx  en  confi- 
derant,/,  comme  confiante,  fi  on  fuppofe  l’intégrale 
— ^ on  aura  & en  différentiant 

dans  la  fuppofition  de,  x,  confiante,  on  aura  la  diffé- 
rentielle Bdf]  donc  en  comparant  les  deux  différentiel- 
les, on  aura  la  valeur  de  /*,  & l’intégrale  t-T. 

Nous  avons  fait  voir  que  ces  fortes  d’équations  fè 
ramènent  a celles  qui  ti’ont  q’une  variable;  mais  elles 
ne  font  pas  pour  cela  toujours  intégrables  abfolument , 
elles  ne  font  très  fouvent  que  conflruélibles  par  les  qua- 
dratures des  courbes  ; tel  efl  l’ exemple  fuivant  que  nous 
refoudrons  aisément  par  cette  méthode  & qui  aurait  pû 
etre  difficile  par  d'autres  voies. 

Soit  proposée  a integrér  l’ équation  — ■ 


/,  yy  y>J  xx^y,\j 

1 — ^ =o;oul  — Y* 

«X  * V'  *'  x^  y 

«V*  ta A 


(7^ 


Donc./^ 


1 
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B = . Donc  ( en  fuppofant  * confiante  ) 


dA 


*x-*-yy 


y y 


-V 


%x-*-yy 


& ( en  fuppofànt/  con* 


dA  y y y>f  **-*^yy 


ftante) 


I 


* * **V  **~*~yy 

dA  dB 


D’  ou 


l’on  déduit  en  reduifànt  — = 

x'yfTr^y 

Donc  l’intégration  ou  la  conflruélion  eft  pofTible. 

Cela  posé  S . y/d  * (/ fupposée  confiante)  =L.x—~ 

-T . — J— ^ J Or,  fuppofant  tojours  f con- 

fiante, s — *^2IEIL-t.  ~ L. 


2XM 


^’^’y-y  DoncS.AJx=L.x^^-^'^Lj!±^ 
V **-*-yy-*-y 


*yy—y 


•T ; DifTérentiant  maintenant  cette 


\f  *x-^yy-^y 

intégrale,  en  fuppofânt  » confiante,  on  aura  — 

dysfxx^yy 


MX 


IMX  / f 

2MSt\  XM-^yjf  »Y 

ydÿ  dy\f  xx-fÿÿ 


■dr=Bdf=Z 


; D’  ou  r on  déduira  en  redui- 

fânt 
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, ^ffdy—xitdy  —yj'dy—xxtiy^ 

lànt  ~+dZ^=:  — ■ •—  ■ * Donc  d /==:jy 

donc  T—Oy  ou  une  confiante.  Donc  l’ intégrale  de  la 

xx-t-yy 


différentielle  proposée  eft  £.  * 


yj> 


\f  xx-^yy—y 


-+-0,  ou  une  conllante;  fi  l’on  diffé* 


rende  cette  intégrale,  on  retrouvera  la  différentielle  pro- 
posée. 

Il  arrive  très  fouvent  que  l’ équation  différentielle 

Ad*-^Bdy  y ne  donne  point  1’  égalité 

dans  lequel  cas  T équation  Adx-*-Bdy  n’eft  pas  inté- 
grable. Il  s’agit  donc  dans  ces  cas  de  trouvér  un  fac- 
teur par  lequel  multipliant  Adx-¥-Bd/y  elle  devienne 
intégrable.  Sent  ce  fe£leur  = Af,  il  fiiut  que  MAd» 
■’-^MBdy  fent  la  différentielle  de  quelque  fonélion  de  j», 
de  y,  & de  quelque  confiante  ; donc  (par  l’Art,  xxvili.) 
la  différence  de  MAy  y variant,  eft  la  même  que  celle 

de  MBy  * variant,  c eft  a dire  — — = ou  bien 

' ' dy  a X 


MJA  AdM  MdB  BdM  -i  f j j t 

— 1 ; — = .0  : il  laudra  donc  par  la 

dy  dy  dx  dx  ‘ 

méthode  precedente  confiderer  y comme  confiante  & 
cherchér  dans  cette  fuppofition  l’ intégrale  S.  M A d » 
a laquelle  a|oucant  une  fonélion  T'  de  >'  & en  différeii- 


G 
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ciant  de  nouveau  S.MAdx^  confiderant  h comme 
confiante,  on  trou'/e  MB d y 8c  alors  on  aura  l’intégra- 
le comme  dans  le  cas. 

Toute  la  difiicultc  confifle  a trouver  la  forme  ge- 
nerale de  la  fonflion  A7,  telle  qu’on  puiflc  , par  la  mé- 
thode des  indéterminées  redu'ire  l' équation  a etre  celle 
qui  fatisfaffe  a la  condition  d’ intégrabilité,  c’efl  adiré  , 
qui  rende  égalés  les  deux  intégrales , S.MAdx^S.MBdy  ^ 
la  en  fuppofànt  y confiante , la  fécondé  en  fup- 
polànt  M confiante.  Nous  expliquerons  cette  méthode 
dans  la  fuite  ; les  cas  particuliers  donnent  fouvent  des 
moïens  très  fimples  de  trouver  la  fonflion  qui  convient 
pour  refondre  l’equation;  mais  il  fuffit  davoir  démon- 
tré le  theoreme  fondamental  . Nous  nous  contenterons 
d’ obfervér  que  fi  on  a trouvé  un  fàfleur  A/,  qui  ren- 
de la  formule  Ad  B dy  intégrable , on  pourra  trou- 
ver une  infinité  d’ autres  fafleurs  qui  la  rendront  pa- 
reillement intégrable . Car  foit  * 1’  intégrale  de  M 
( Adx—hBdy).  Ou  dz,=:M  (Ad x-hBdy)^  8c  foit 
de  plus  Z une  fonélion  quelconque  de  z , la  différen- 
tielle Z dz=zMZ  (Adx—^Bdy)kn.  aulfi  intégrable. 
Donc  ayant  trouvé  un  faéleur  quelconque  M,  qui  ren- 
de intégrable  la  formule  Adx-^-Bdy  on  pourra  trou- 
vér  une  infinité  d’ autres  faéleurs  MZ  ^ qui  rempliront 
les  mêmes  conditions , en  prenant  pour  Z , une  fonflion 
quelconque  de  l’intégrale  S.  M (Adx-^-Bdy  ) . Nous 
nous  contenterons  d’ en  donner  un  exemple. 
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Soit  r équation  difTérentielle  a ^ y”  d x—\-b *”/* 

Jans  la  quelle  nous  chercherons  les  fafleurs  qui  la  ren- 
dent intégrable , on  voit  qu  im  de  ces  faéleurs  eft 

^ — ; qui  fatisfait  a la  première  condition , ce  qui 
*”/ 

donne  d%~"-^-*-  &en  intégrant*  =^aJLx—^bL./ 

•=zL . x" (xxxiv.)  maintenant  fcitZ  une  fonélion  quelcon- 
que de  les  faéleurs  feront  renfermés  dans  cette 
exprelTion  generale  ^7-7= -;77  X *V  • Si  au  lieu 

* f % J 

de  cette  fonélion  on  prenoit  une  puiflâ'ice  quelcon- 
que y’ \ on  auroit  une  infinité  d’  autres  faéleurs  ' 

m* 

_ . Mais  cela  fuffit  fur  cette  matie- 

» ï 

re  que  nous  reprendrons  fort  au  long,  lors  que  nous 
traitterons  des  équations  a plufieurs  variables  ; nous 
allons  confiderér  dans  le  Chapitre  fuivant  quelques  équa- 
tions différentielles  qui  nous  feront  dans  la  fuite  d’ une 
grande  utilité. 
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CHAPITRE  II. 

Des  cas  les  plus  fimples  dans  lesquels  on  trouve 
abjolument^  ou  par  les  tables  des  logarithmes 
(y  des  [mus  F intégrale  de  la  différentielle 
d %[a-^b  -t-c  T • 

XLII. 

"F  ^EMME.  Si  on  fuppofe  la  différentielle  pro- 

t 

posée  fe  réduira  a celle-ci  “ * ^ dx  {a-¥b  x-k  »*  ) = ^ 

*”dx(/»-hAx— K**)’”cn  faifant^^— -i=«.  Carfi»^=x,’ 

* L — * X 

7 * J ^ P J 9 7, 

on  aura  z =x  ,</*=-*  dx,  * —x’^  , 

f-*-»  t 

a^dz  = ~*  ^ dx;  8c  X dz{a-^bii  •^CK  =; 

X ^ </x  (<*— f-^x— ï-cx*)  =-^  x"dx(/»-4-^x-H-cx*)"’, 

£t  comme  ~ eft  une  conffante,  il  fufiira  de  cherchér 

l’intégrale  de  la  différentielle  x du  ( x— ♦•^x-t-cx*)”. 
(Art.  XVII.) 
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XLIII. 

Lemme.  Il  faut  didinguer  quatre  cas  dans  la  dif* 
férentielle  Le  i.”  LoHque  c = a, 

ou  que  la  différeaticlle  eft  x’Jx(a-+-bM)”  . Le  i.®  cas 
lorfque  ^ = o , ou  que  la  différentielle  eft  *"  d * («-+-C»*)”'. 
Le  3.*  cas  lorfque  4=0 , & la  différentielle  x"  du 

Le  4.*  cas  lorfqu  aucune  des  confiantes 
4,  b y c n’efl  égalé  a «;  Nous  ne  parlons  pas  d’ un  cin* 
quieme  cas , dans  le  quel  deux  des  trois  confiantes 
4,  c font  fupposées  égalés  a 0,  par  ce  qu’ alors  la  dif- 
férentielle propofée  prend  UTforme  de  celle  qu’on  intè- 
gre toujours  abfolument,  ou  par  les  It^rithmes  ( par 
r Art.  XL.  ) . Nous  omettons  aufli  le  cas , ou  l’ expofànc 
m e(l  un  nombre  entier  pofitif,  parceque  dans  ce  cas 
on  trouve  auffi  l’intégrale  delà  différentielle  pr  l’Arti- 
cle XL. 

XLIV. 

Lemme.  Pour  préparer  a T uf âge  des  tables 
des  Jmus  dans  le  calcul  intégral. 

i.o  On  fcait  que  tous  les  cercles  étant  femblables, 
leurs  lignes  homologues  , droites  ou  courbes , comme 
les  arcs  d’un  même  nombre  de  degrés  & minutes,  Sc 
leurs  finus,  cofmns,  tangentes,  fecantes  &c.  font  en  mê- 
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me  raifon  que  les  raions  de  ces  cercles;  de  forte  que  fi 
on  nomme  R le  fmus  total  ou  le  rayon  du  cercle  des 
tables,  qui  eft  ordinairement  looooooooooo.  r le  rayon 
d’ un  cercle  quelconque  , X & * les  lignes  homologues 
prifes  dans  ces  deux  cercles;  on  aura  cette  proportion 

R:r::X:xy  d’ou  l’on  tire  il*  = rX,  X= 

Par  confequent  fi  on  connoit  x dans  le  Cercle  dont 

le  rayon  efi  r,  on  trouvera  là  valeur  dans  les  tables  ou 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  R;  & fi  on  connoit  X 

par  les  tables,  on  trouvera  la  valeur  de  x prife  dans 

le  cercle  dont  le  rayon  eft  r.  Par  exemple  fi  * eft  le 
finus  d’  un  arc  d’ un  nombre  de  degrez  exprimé  par 
N.®&  qu’on  connoiflè  ce  fmus  pris  dans  le  cercle  dont 
le  raion  eft  r,  on  trouvera  le  nombre  N.® en  cherchant 

dans  les  tables  un  finus  = — , qui  fera  le  finus  X , 

a coté  du  quel  on  trouvera  le  nombre  des  degrés  & 
minutes  N.® 

2.®  Si  on  a befoin  de  trouver  dans  le  cercle  dont 

le  rayon  eft  r,  la  longueur  d’ un  arc  S d’ un  nombre 

donné  de  degrés  N.  ® ; on  cherchera  d’ abord  la  circon- 
férence c de  ce  cercle  par  une  des  raifons  trouvées  en- 
tre le  rayon  & la  circonférence  du  cercle  en  general  , 
comme  par  la  raifon  de  113.  a 355-)  ou  par  une  autre 
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raifon  encore  plus  exafle;  & on  fera  cnfuitc  cette  pro- 

portion  3^0  :N.  : : c:  s=  — . 

J 60“ 

3.  ® Si  on  fuppofe  que  le  rayon  r = i ; aulieu  de 
la  proportion  R:r::X:  Xy  on  aura  celle-ci  R:  i::X:xy 
d ou  l’on  tire  1’ équation  X=Rxy  & en  fubRituant  la 
valeur  de  R prife  dans  les  tables  des  finus,  qui  eft  or- 
dinairement 10000000000., on  auraX=  10000000000#, 

& X z=z =0.000000000  i.X;  & fi  on  fuppofe 

iOOOOOOOOOO 

que  le  rayon  des  tables  eft  i ou  i.  0000000000,  on 
aura  # = X. 

4.  ° Si  on  nomme  u l’ angle  dont  la  mefure  eft  l’arc 

S 

s pris  dans  le  cercle  au  rayon  r,  on  aura  «=  - ,r«=f 
& fl  le  rayon  r=i,  on  aura  «=r.  Venons  prefentement 
aux  différens  Cas  de  la  diflerentielle  x d x(^a—^-b x —^c x' y . 

XLV. 

I.  Cas  y x”  d X (a—^bxy, 

I.®  Lorfque  l’expofant  » = o,  ou  que  la  différentielle 

m I 

devient  dx  ('tf-4-^x)  on  trouve  fon  intégrale  = -^^^  , 

.quelque  nombre  que  foit  l’expofant  w;  excepté  le  cas 
,de  m =— I qui  donne  l’intégrale  ^ L.  ^ ^ 

( Art.  XL.  ) 
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2.®  En  iâifant  a—^b»=f  on  aura  x=  ^0'“*»)» 

la  dif- 

ftrentielle  h dx  Çt7-^bx)’”z=. — ^-—y"d/.(j — i7)’'-dont 

on  trouvera  l’intégrale  abfolument  ou  par  les  logarith- 
mes , quelque  nombre  que  foit  Texpofant  w,  pourvù 
que  n (bit  un  nombre  entier  pofitif  (Art.  xxxviii.). 

Donc  la  différentielle  x”dx(a—*-bx)'"e^  intégrable  abfo- 
lument  ou  par  les  tables  des  logarithmes,  lorfque  l’un  des 
deux  expofans  n 8c  m eft  un  nombre  entier  pofitif,  ou 
O y quelque  foit  l’autre  expofant. 

XLVI. 

II.  Casy  x”dx(a-i-cx^  )” . 

I.®  On  réduit  ce  2.®  cas  au  premier  en  faifànt 

1 . — I n 

d»  lï  • ^1  I 2l^  ^ ^ t 

OU  1 on  tire  x:=%  z =»  jV  dic=z 

~ !Zll 

(/7— t-cx*  )”’  = ^a  * </*  (4— ♦-cz)’”' 

2.®  Donc  la  différentielle  x"</x(4— inté- 
grable abfolument  ou  par  les  Ic^rithmes , lorfque  des 

deux  expolans  »»,  & 1’  un  eft  un  nombre  entier 

pofitif 
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pofitif  ou  zéro  , & 1’  autre  un  nombre  quelconque 

( Art.  XLV.  ) Or  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 

zéro , lorfque  « eft  un  des  nombres  impairs  i , 3 , 5 , 
7,  &c. 

3f  En  fuppolânt  a-+cz=/y  ou 
& en  fubftituant  c au  lieu  de  au  lieu  de  ti 

' Z 

dans  la  différentielle — ^ trouve* 

tt  —T  " 

la  à )>(jf — a)  * a * dz  {a-^cz)”  =: 

2f  » 

m'  dz(^a-^cx*  f", 

XLvrr. 

III.  Cas.  x"  dx  (^*— f-rxx)  . 

I f Ce  3.®  Cas  fe  réduit  auffi  au  premier  en  ob- 

fèrvant  que  ix— Pr**=x(^— Pcx),  &(^x— +-rx*)”'=x’” 

(A— Pfxj  ‘ par  confequent  x^d  x (è  x~-^x*)”=x’'~^d  x 

(b—hrx)  . D*ou  l*on  conclut,  ccrmme  dans  F Article 
XLV.,  que  la  différentielle  propofée  eft  intégrable  abfo- 
lument  ou  par  les  logarithmes,  lorfque  F un  des  deux 
expofans  w,  & ^w— *-»,  eft  un  nombre  entier  pofitif  ou 
zéro,  & l’autre  un  nombre  quelconque. 

H 
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2 f En  faifant  , & en  fubftituant  b au 

lieu  de  c au  lieu  de  & n-^m  au  lieu  de  n dans  la 

différentielle  d y ^ )*  j ou  aura 

^•*1  I 

iy  {y-^b)”^’”  =zx’  dx  {b  x-4-CXx)”. 

XLVIII. 

IV.  Cas.  id'  d X ( a-hbx-¥c  x x) 

Cette  différentielle , lorfque  « = o , peut  toujours 
fè  réduire  aux  cas  precedens,  quelque  foit  1’  expofant  »», 

C3lT  a—¥b  x-h- c X*  = ~-t-xx^&i/x  (/»—*•  ^x-+cx*)”* 

:=.c”'dx  lorfque  c eft  pofitif;  Sc  d x 

( a-¥b  X — c xx)” = c”  d X **  Or  «U  faifant 

2 ^ ^ J 

$e  =%*,ou  X— — = z,ona^f=«— — %ai? 

, bb  bt  a M bb 

=«%— — -H— =**-4--— — > 

& dx ( j—H^x— +-cxx)"=  c’”dx^-^-f'^—f'Xx^”  = c 
d*^z*— t-j— J qui  eft  une  différentielle  du 
fécond  cas . On  réduit  de  la  même  maniéré  la 
différentielle  dx  (rf-4-^x— cxx)*" , ou  f"*dx  X 

xx^”*  au  fécond  cas,  en  fàilànt  «»—- ~-4- 
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b 


ê t ^ 

oujf-— — =*:  d’on  l’on  tire  </*=//*,«»— 

4f«  * le  ’ 


b* 

c 4CC 


bb  b»  4 

tXH —%%■ 

ç « 


bb 


b» 


M M 

■~~~  — J h 

4fc  f f f 


— * . 

~~~  e 4f c 


--4-~  — =: 
c”d%(-  >■  **  difiîfrentiele  du  2.*  Cas.  Si 

V f 4«  / ^ 

on  fuppofe^— x=*  on  aura  </x=:  — dxy  &c’"  //x 

(7-^7 — )‘ 

Nous  allons  donc  établir  les  Theoremes  fondamen* 
taux  pour  intégrer  la  différentielle 
dans  les  deux  premiers  Cas, 

XLIX. 

THEOREME.  5^.  = 

I 

{a^bx);S .itd»{a-^bxy 

(a~¥bxf 

1 î i‘  ' 


(rf— ; S.- 


MdX 


ia^bxy 


{a^bxf  . 
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Elemens  du  Calcul  intégral 
On  trouve  ces  intégrales  en  faifânt  & 

«n  fubftituant  dans  la  différentielle 

I au  lieu  de  ?/,  & — i,  ou  — -,  ou—  - au  lieu  de 

m.  & on  démontré  auffi  le  Theoreme  en  prenant  les 
différentielles  des  intégrales  propofées.  Par  exemple  la 

X <i  X 

différentielle  — en  failànt  4— i.&w 

4 -4-  ÔJf  ^ ^ 

= — — /»)",  devient  æ) 

l’intégrale  ^L,y=z 

^ L(a-^-bx).  Et  fl  on  prend  la  diffé- 
rentielle de  cette  intégrale,  on  trouve  quelle  eff^* 

. a i ri  t tix  atix  xd  X -^BxJx—  adx 

^ i*  a -¥  b X b b{x  -t- b x)  b(_a  -t-bx) 

xdx 
X -t-  bx 

L. 

Corollaire.  On  trouve  de  la  même  maniéré  que 
S.  ~ T L (a’-b-bx)y  S.  â X (a-^bx)*  ~ \ 
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il 


, & S.  "■  T=  ‘ 


LI. 


* f r A 

THEOREME.  I f ’ V J 

1 ' — 

2,®  y.  X ) a ( ^-4-^  xy-^a'L.  Q'*’  * * ) 

M-<- k*~ . 


ii  X 


3 • 

x((»-4-ix)*  4*  4-hix'-*-<i‘ 

On  démontré  ce  Theorcmc  comme  le  precedent,  en 
prenant  les  différentielles  de  prt  & d’ autre  du  figne 
& en  faii'aiu  a~^bx=y.  Car.  i.®  la  différentielle 

- en  faifant  a-^bx=y  & en  fubftituant  — i au 

x(4-t-i*) 

lieu  de  w & de  » dans  la  formule  (j—^T 

^ J f — ‘ly 

fe  change  en  celleci  7 ’ ^ 


;ralc  eftjL.0r— V=7^('T‘V^  ^ 

C-7^)- 


1 


Digitized  by  Google 


62  ElEMENS  du  CaECUL  INTEGRAL 

2. “ La  difFércmifille  (^a-i-bx)*  y en  fuppo(ant 

g—t-ffx—uu  le  chanse  en  = lau  —h  = 

UH  — a MU U 

I I 

1 J '*  J 1 

s m M ^ ^ ^ 

xdu-— y dont  r intégrale  eft  2»-4*rf* 

U-*»  ^ » — « * 

II  I J 1 

L{u-t.a*)—2{a-i-bxy  ~*-a'  L 

____  1 1 

(îirr^J  . Il  faut  que  -t-a  Toit  une  quantité  po- 
fitive . 


3."  La  différentielle- 


■y  > 2 du * 

devient  = -■ 


*(«-♦-  ô »)  * 
-du  ■ —du 

X 


en  fâilànt  a^^bx-=zuu 


— — ^ , dont  r intégrale  efl 


-J-  L. L )= -7“  L 


1 i_  J 

^ ^ . Cette  intégrale  fup- 

pofe  auin  que  « eft  une  grandeur  pofitive. 


Digilized  by  Google 


I.  Fautie.  Chap.  U. 


LU. 


^3 


THEOREME.  S = — , S étant  1’  arc  d’un  ccr- 

0 0 


de  dont  la  tangente  eft  & le  rayon 


Démonstration.  Soit  (fig.y.)  ABC\xn  quart  de 

cerde  dont  le  centre  eft  C,  le  rayon  C A p 1’  arc 

AM=ss^  la  tangente  AT=^)iy  MM'=Jsy  TT'—dx. 
En  fuppoGint  TR  perpendiculaire  fur  CT',  les  trian- 
gles femblables  CMM'  & CT  R donnent  cette  propor- 
tion CT:  CM  ou  CA::  T R:  MM'  y 8c  les  triangles 
femblables  T' RT  8c  CAT  celleci  CT:CA::TT’:. 


T R donc  par  compofition  de  raifons  on  aura  C T*  : 
CA^  ::TT>:MM’.  Or  ’ 

^ J O 


& MM^^:^ds»  Donc  — --t-xx:  — : : a^cxx\ 

’ c c 

0d»  dt  d» 


dx : ds  — 

dx 


0-*-exx*  0 

C.^F.  D. 


0-i-txt 


& - = 


Lin. 


Corollaire  . Si  on  fuppofe  que  le  rayon  du  cer- 
cle foit  I , J un  arc  ou  un  angle  u pris  dans  ce  cercle  on 


Eelemems  Pti  Caecui.  inte'gral 
aura  s=u=S.  7:^1  « ^ tangente  de  1’  arc 


5 ou  de  r angle  ».  Car  en  fuppofant  d=i,  & c=i 

6 U —a  l’arc  s divisé  par  fon  rayon  i , on  a 

d»  ^ dt 

s'^u—S  ~~r~~ — • • 


- XX 


LIV. 


itd»  1 J 2.  r 

THEOREME  . S ~^=z~L  V^-7-  ) — ç ^ 

(i^y 

c' 

Démonstration.  En  fuppofant  xx=/,  on  a 

rdr 

Kdx  = ~d/ J a-*-cxx=.a^c/j  & 

— • — — dont  r intégrale  eft  77'  -^  ( î ^ 

n ^ =r.  ^ ^ 

C.^F.D. 


L V. 


THEOREME  . 


S 


dt  T 

jr(4-»-r»r)  • 


Demon- 
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I.  Partie.  Chap.  II. 

ti  X 


— X dx 


- dx  - xdx 

! .Or 


~dx  - J 

s — = - Lx,  8c  s t = - S 


xdx 


» X 

- -t-  X* 


y J.—f—  — - S - — ^ & par  le  Tlieoreme  prece- 


dent S 


L ^ 


a c XX 


Ixdr 


. donc  S = - 


^ -hCXX 


par  confeqncnt  S. 


dt 


— L ^ 

t a 


g{a~txcx  x),^ 


-i  z.> 


^ -t-  cxx 


- L. 


^ a -t-  cxx 

LVI. 


. C.  ^ F.  D, 


» » 

THEOREME.  1 1 5".  xdx(a~^cxx)'=^Ja-¥i:x')‘- 


2.“  5 


xdx 


(,a~¥cxxy 

X X 


1 

8c' 


iVr—) 


-=r-^  (/ï-+CKx)  * . 3.*  Sd  x(a-^cx')' 


i . 7“*'** — 


dx 


( « -f  f * 
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66  Elemevs  d'j  Calcul  inte’gral 

Démonstration  . La  première  & la  fécondé 
équation  fe  démontrent  facilement  en  prenant  les  diffé- 
rentielles de  part  & d’ autre  du  figne  d’égalité. 

Pour  démontrer  la  3®  , & la  4™,  Nous  remar- 

I 1 

querons  d’abord  que  (tf-v-cx*)*  = 

1 I 

‘ en  mettant  f au  lieu  de  . En  fuppo- 

^ 1 
làntJi  -^f=zx  i-z«,  ou  (/— i-x*)*  =:x-4-* 

f ' 2 f -*■  ZZ  „ , 

on  aura  ■-  — x,  x-+z=:  & dxz::z  — Jx 

^Z  ' ^z  ’ 

. Donc  la  4.'”®  différentielle — ;■=  — — — 

deviendra X — — 

2 * SS  /-h  SS  * S * 

dont  r intégrale  ell  — L.z^-^  — ^ L . 

» r 

(V-;  -+**—*)• 

- L 

La  3.me  différentielle  </»(<»— ♦•exx)’  =r*  dx  (-^ 

- - - L 

-4-xx)*  =zc*  dx  (/-H-xx)*  ;8c  S.  dx  (x— f-fxx)*  = 

f‘  Sdx(J-¥xxy  , Or  dx  (f-i^xxÿ  =— d* 

\ 
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I.  Partie.  Chap.  II.  C’j 

^ ^ ^ dz^f-t-zz)^  

zdz  — zfzzdz — ff'dz  1 . ~fdz  J 

y dont  r intégrale  eft  — - zz— — ^/L.  ~ 

fl  I 

par  confèquent  S.dx(a—t-cx*')'  ouc*S. 


f-  f ■ y. . c-  //'  •• 

7 ' «=— 

8f* 

zz— - ^ L.Zy  8c  en  remettant  ^—i~xx  — x au  lieu 
% 

2 C 

1 

de  Z on  aura  S.d  x (a—¥'Cxx}  ' = — j — 

8'‘CV  7“^**—*) 

— ■g  c*  

C.  F.  D. 


8" 


8f*  sr 


THEOREME  . 5* 


Lvir. 

d» 


7=. , r étant  un  arc 


V— r**  V' 

de  cercle,  dont  .le  fmus  eft  a , & le  rayon 
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58  Elemeks  du  Calcul  inte'gral 

Demonstratiom  . Soit  (dans  la  même  fig.  7.) 

le  rayon  CA  — ^ - •>  BM^s^  fonfinusj^M 

=x,  MN~  dx,M'M=</x;onauraj^C=:^*-_*x, 

Je  a caufe  des  triangles  femblables  M'NM  8c.  Cj^M, 

C^:  CM;:  MN;  MM',  ou  V -.■■■■ 

, , ^ \f  c iiSj  • 9 il  ii 

dx:ds  — -—^ ■ = — Sc—^=-j^=z. 

V 7 -** 

C.^F.D. 


LVIII. 


Corollaire  S. 


— s,  s étant  un  arc 


ou  un  angle  dont  le  finus  eft  *,  Je  le  rayon  du  cercle 
I.  car  en  fubltituant  1 au  lieu  de  c,  & de  /»,  dans 

requationS.  = .eUe  devient 

=^;  & V^7  = I' 


LIX. 


THEOREME , L’ intégrale  de  la  différentielle 


^ a — < 


eft  — ■ f étant  un  arc  dont  le  cofinus  eft  x,  & le 

V - ’ 


rayon 
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I.  Partie.  Chap.  II.  6p 

Démonstration. Soit  (m^me  f\g.y.)CA=^  t ^ 

BM=Sj  M' M—d  Sy  le  cofinus  deBM  ou  PM=.x. 
pareeque  l’are  BM  croiflant  Redevenant  s-t-ds^  fonco- 
fmus  X décroît  & devient  x — dx,  on  aura  M' N= — dx; 

8c  a caufe  des  triangles  fêmblables  PC 
CM  CV  y )■:  M'N(^dx):  M>M(ds),  ou 
77  : \f  a : : —dx:  d s= — 


V 


. dt  dx 

fequent  7=:=  ; & ~p 

Y 4 Y ** exx  Y 

C.^F.D. 

LX. 


:S.- 


, par  con- 


— ^JT  « 

^ a — exx 


Corollaire.  S. 


=r,  s étant  un  arc 


^ I XX 

ou  un  angle  dont  le  cofinus  eft  x,  & le  rayon  du  cer- 

1 »r  — — ei  X ^ ^ 

de  = I ; puifque  ~t-  — = ■ ■ , en  fuppofant 

Y X — exx  Y * — ** 

& par  confequent  — i, 

LXI. 

THEOREME.  S.  z=z’^  ‘ ■ 

* Y txx  — x * 

arc  de  cercle , dont  la  fecante  eft  * , & le  rayon  ^ 1 . 
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Elemens  du  Calcul  inte'gral 
Démonstration  . Soit  ( même  fig.  7.  ) l’ arc  A M 
~Sy  la  fecante  CT=.x^  RT'  la  tangente  AT 

~ ^ Kx  — 1 , MM'=.ds.  les  triangles  femblables 

C M M'  8c  C T R donnent  xette  proportion  , C M 

^ ^ ; CT{x)  : :MM'(ds):  TR—-J:‘^A-  ;& 

V 7 

les  triangles  femblables  T' RT  8c  T AC  donnent  celle-ci 


CA 


T'  R ou 


cxx # 


M 

*•  ^ l \/  fjrx— • • 

V - ^ 


Mds:  dx.  donc  dx  ^ (»  V cxx—a  ) 


& d 


VT 


dx 


■^cxx~. 


,&-y  =s.-  ■" 


* ^ cxx — « 


C.  ^ F.  D. 


LXII. 


Corollaire.  S. 


~ Sj  SLTz  de  cercle 


! ^ X X — 

dont  la  fecante  eft  «,  & le  rayon  i,  on  le  prouve  en 
lâifant  a = c=cif  par  confe^uent  ^ _ — >1. 
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L Partie.  Ghap.  IÎ. 


THEOREME.  S. 

(y/^cxx—\/'T'  \ 

yfa  ~t-CXX-+  ^ M * 

Démonstration  . 

1 %d* 


LXIII. 

dx 


H ^ <»-*■  (XX 


dx 


V 


. L. 


Itdt 


V 


X a -t-cxx 


V' 


Vï 


or  en  fuppofànt  =z  ff 


”+■**'  =f  -+-Z  ou  Z=  ^ — f 
uveff—^-x  — ff-+2  /'*— *-*z,  **=  if 


on  tro- 


Z-+-Z  Z, 
xdx 


xfz 


— ^ g . 


■dz  —rdt 


xfz-*-zz 


— ■ l’intégrale  eft 

Lx  ^ L.  (z-4-2/) 

^ TT  ^ - ) par  confequent  — ^ S. 

. , VW--\/T  . . 


dx 
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Elemevs  du  Calcul  inte'gral 
( a caufc  de  /=  V7  de 


T-"'  -V  7 = , *= 


Vf— V^f  =^-1 


THEOREME.  S. 


V 

LXIV, 


V— « 


C.^F.D. 


. L 


V' 


Vf-Vf-"_  . , ^vrr-v 


Vf -Vf— 

Démonstration  . 5" 


L ^ V '»  —V  \ 

\VT-(-V!rir77x  / 


<3'  f 


V— 


X 


V7-* 


. En  fuppofan;  1 = ff  on  aura 


d X 


Vf 


d * 


qn’ilfaut  intégrer.  Soit  V* ff—**  — f — 

»v  #■-»* 

^ — km  =z  ff  — zfz  — t-zz,  & XX  — 

2/»— VZZ,  XX=Z2fx  xdx=Z.f Hz  Z^^Zy 

^dx  /</  g — ±d  Z dx  fdz—^zdz 

"f»  » »/z— s* 
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73 


dz 


-dz  ^dz 

h — — comme  on  le  voit 

2/  — Z Z 


if  Z Z Z 

par  la  redu£lion  au  m^me  dénominateur  ; donc  S. 

. ,fr-s/f=7.s, V 7-S/--" 


& 


VT-  Vf-» 
VF"  “V*  V-.  -"Vf-" 


= 7=  L 


C.  F.  D. 


LXV. 


dx 


t 

THEOREME.  S — (rf -t- £•**)*  = 


C 


Démonstration  . 


(4 -►«*’)*  -*-yf 

1 

dx 


£)• 


•(<»— HCX*)*  = C* 


donc  S.  (<j-+c**) * = c*  S'.-~  (7 


)*—c'  S.^  J en  fuppofant  ~ = 

K 
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Elemens  du  Calcul  inte’gral 

1 

8c  y/*  1 = /.  or  fl  on  fait (j^-4- **)*—/-+-*  on  aura 

**— Jf-t-  j(*  = 2/z-4-zz,  xdx  = dz 

,r  . \ xdx 


X /-+•» 


2fz  -hZZ 


ffdz 


*3  -t-  z/  î 


idz-^- 


fd-. 


dont  l’intégrale  eft  %-dr-^fLz  — ^fL.{z~*r 

Ct— 

T L — 

c‘  S".  — l-x  rf— i-cxx)  * — — H-i  ^ d -E. 

t 

("  -►fx*)’  — 


(4^fX*)’-+V^  « 


C.  ^ F.  D. 
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LXVI. 

PROBLEME.-  Trouver  les  intégrales  de  la  dififércn* 
tlelle  x”  dx  (a — cxx)”^y  dans  tous  les  cas  de  »=o,tï 
= 1-»=— de»i=^ — I ym=z~^m  =— — • 


Préparation  , a — cxx=zc(^ — xx);  (a—^xx)’” 
=^”'(7  ^ en  faifant7=/,,  oaf=:'^l^ 

(a—cxx)’^  =c”^  (ff—xx)’”.  Si  on  Tuppofe^^ — xx=r 

1 

on  aura  (j^— xx) *=y' — ZyZ=f — . 

I 

(ff — **)‘,  2/îs — zz—xxy  xdx=  {f — ■z)dz,  8c. 

*dt  __  dt  ___  (/ — z)dz 

XX  X i/z — zz 

I.®  Cas,  en  fuppofant  » = o,  & w= — i,  la  dif- 


férentielle fera 


Jf—xx 


dont r intégrale eft  ^ L.  (/-+x)-->  L(/ — x)  = 


2.®  Cas,  M=o',  m = ou</x(<>— fxx)* — c'dxX. 
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Elemens  du  Calcul  kte'gkkl 


t 


(/—X»)’ , dont  l’intégrale  eft  ^ ~ 

> yf  • ' I.  \7  A.  f • t 

= — H (tf— fx*}*;  w - étant  le  rayon 

du  cercle,  & r un  arc  de  ce  cercle  & x le  fmus  de  s. 

Car . Soit  (fig.8.)  AC  B \xa.  quart  de  cercle , dont  le  ra- 
yon M^=xz=Ci», 


f/lP'=-y=.  y / — «»  , J/ d»z=zd X ^ J'—xx^  S.j^dx~ 
CBMP  = S.dxy/J^x  = CBM-hCMP  = ^ 

-A- I — **>■  confequent  c*dx(^ff — xx)*r=:— ^ 


C*t  f •*  V ^ r 

S ff — XX  -+  x\ ff — XX  =5 


•>n~ 


‘ <*  ^ X * . — — . - 

•\r‘~—x  V **  — — V <*  — cxx’ 

I * C 2 » ^ 


C.^F.D. 

3e  Cas,  »=»,w=— 


OU 


Âlt 


- V " 
»,)• 

r étant  un  arc  de  cercle,  dont  le  Hnus  eilx&  le  rayon 


f o\x^  1 . (Art. LVil.). 
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ledM 


4«  Cas,  nzzziyfn:;=z — i;ou  — 


« — CXJf 


77 

Suppofons 

xdt 


•-C  XX 


nx—Zj  Ki}x=  !</*,  par  confequent 

*Wt  -Lj 

ï = ‘ i-!  , dont  r intégrale  eft—  — L ( - — 

x — cz  * — z ^ ' 

f 

5 J Cas-  ti—  I,  m =-^  , ou  xdit(a  — cxx)*  =s 

L - 1 2 

£'  xiix(^  — xx)'=c'  xdx{ff — X*)*  en  fuppo(ànt 

X t 

*x=z^,  onaura  xdx=— *</2,  & c'  xdx(ff — xx)* 


1 

== — c*  %'  dxy  dont  r intégrale  eft  — - c*  t?  =~  ~ 

» O J 5 

'Vci— V- 

d®  Cas.  = — - i-,  ou 

• ■*  a ' 


xài 


~^xdt 


— 


c y 


=-—  — dz  y en  fâifant 


</-»«  )‘ 


ff — XX ‘ =*;  donc  S. 


xdx 
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(^ff — xx)'^  C ~~  **  ^ (*— fy»)‘  ► 


> dx 


7!  Cas.»=— 1,»« 


I 


■ dx 


r dx  fV 


^xdx 


ff—xx 


. Donc  S . 


dx 


xix-fxx)  jjry  ^ 

V 


ï , ï 


i#V 


^ (x-exx)  _y^ 


t i, 


8 * Cas . » = — I ou 


V‘ 


.dx 


T-,^- 


*(«  — f**)-* 
^ « — ^Z" <»  — r> 


x(SF-xx)*  x(x—cxxX 
(Art.  Lxiv.).. 


^ 1 ^ « N V " V * — f *t^ 


I d X . 

P*  Cas  »=:-— I J »i=  —,  ou  (^a-^cxx) 


=^— ^ ^ 7”**  V ” ZT"  ''  fuppofant 
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(jÿ— x*)‘=:*,  on  aura  jJ^-— xx=az,J'^zz=xx, 


, J dx  xdx  zaz  , c ax  / /r  \» 

— »rf*=:xtfx, = z=  — , (Jj-^xx) 

’ X XX  ff Z Z X ^ 


. c*à% , 


c^zdz — dont  l’intégrale  eft  c’a 


jÉF-« 


ff—zz 


" jT—  = ? » V X 


(Cas  I.  ) =:  V 


^ X — c'  Z ^ 
^ a ^ ^ 

* ^ ^ a — ^ a — ex  xy 


LXVII. 

PROBLEME.  Trouver  les  intégrales  de  la  différen- 
tielle x’dx  (ex’ — tf^^dans  le  Cas  du  Problème  prece- 
dent . 

Préparation  ( cxx-—a)  = c(xx  — 

(xx  — -)"*  z=  (exx  — /*)’”)&  en  faifant =a  jf^  ou 

f — ^ 1 ;(fxx — <»)”  = c”(xx — ff)’"  • En  faifant 

1 

XX  — ff  csxx— • î ax— ♦-*  a,  on  aura  (xx  -^ff)'  = x 
— a;  Z =5  x—  V XX— ff  ; — ff  e — 2ax-t-za;x 


Digitized  by  Google 


8o 


Elemens  du  Calcul  inte'gral 


— » O*—  ,, 


d» 


- Jx 


le  Cas  n=-o,  m=.—‘i  » ou 

• • ’ CXX  — » XX 


2-dX  -^dx 

ifc  ifc 


_ y dont  r intégrale  (*— /) 

x—f  *-*[  ° *t« 

T 

Cas  n~Oy  m=.^  » ou  Jx  ( ex* —a  y =z 

L - - 

Fdt  (xx—ff)';  en  fuppofant  (**—/)*  =*  — z, 

,/• ~r  _ J — — «)  c 

OU  » =«— • 0^’  «x=  & 


I 3 Z 


. , dzif-zz)*  ^dz 

dx{x*-f)  - 
lil  y dont  r intégrale  cil 

4 8 Z. 

r J 

Et  r intégrale  cherchée  S,  d x (xx  — /)  * & 


c'f* 


s(  »- V 

yflT^Yy  la  quelle  = 
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3 e Cas.  » = a,  w = — - -,ou 


8i 


dit 


(fXJt— )* 


-dt 


— ; en  fuppolâut  ( x:t—ff)*~x — x,on  au- 


Cxx-ffy 
ra  dx=z — 


zz) 


& 


dx 





zzz 


(«»-/•/)* 

Y 

l’intégrale  eft  — ~ L%=. — ^ l{^x--(xx — j 
& r intégrale  cherchée  fera  — L(^x  — ^ x ^ * 


xdt 


CaSt  w=:— i%ou  

T . 7 y JC — . 


•dz 


CKX  — a XX — ff 

t 

— * 


—if , en  faifant  **=*;  or  S — r~L 

z — ff  Z— if  L 

i—ff) 

IC*  ^c^ 

T 

5Î  Cas.  «=i,»»=  ou  xdx(cxx—a)*  = 

J , 1 

-tf)*en  faifant  **=*.  or  ^ a ) * 

J V / 2 

— ^ (c*— <»)*  4)’^  • 
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6.*  Cas.  »=!,»»=-— -DU 


xdtt 


(cxx «)’ 


(ifx— //)» 


— — . dz  (^z 1 

X VT” 


tégrale  eft  -7^  (z — ^/T)*  “ • /•—  (** — 

y f Vf 

I î. 

(fX*  — a)* 


I fiXt—a"^*  (fXX- 

” V“  ^ ^ " 


7;  Cas.  »=  — I,  m =- 


</x 


-.i  s 


’ x(rxx  — a) 

d Z 


f — en  faifant  xx  — z:  or  — — 

t(xx-//)  ziz—/n  z(z—fj) 


77'“  7-1“' 

Z — ff  s 


J dont  l’intégrale  eft-^Z,(z — ff) 


— d X 


•I  , I , (x — fT)  J r ' * 

— — L z=.  -TT-  L donc  S = — 

ff  ff  Z x(fxx  — a)  2C 


2f  \ eXX  / 


8î  Cas.  »= — !,»»=  ■“,ou  ^ (exx — a)'  = 


C*  dx 


.(xx — Enfaifant  ( xx — ff  )'  = « 


on 
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rr / I d X Mti  H 

aura  xx — ft=uu.  xdx~udu. = — = 

’ X»  » 


83 


7 dr  , r f ««</«  — ^ 

r _(xx— jT)  — — " 


U U -*}■/'* 


t 

v«— dont 

MH  -^/y 


</m 


l’intégrale  eft  c-u  — c'ffS-;^^^,  or  c*ff——=z 
' & s . & r inté. 


VT  ^ 


uu-^tf 

d U 


C H U 


grale  de  — — , eft  - , s étant  un  arc  de  cercle, 

= cttu-^a  ’ » ' 

dont  la  tangente  eft  « , & le  rayon  V > ou  /*  (Art. 


. , ^ dH  _ </  » 

LU  ):  donc  S 77=‘‘'  

MM  -h//  fM  M 


s.  -- — =r  -7^.  S ==îV parconfequent 

y f KU-fff  ▼ 

1 

r intégrale  de  la  différentielle  propofée  fera  , c * ( x x 

I I 

—.ffŸ  — = (cxx — 4)*  — syfc,  r étant 

un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  eft  \f  7 > ^ tan- 
gente ^/'xx— 7 * 

- dx 


Cas.  «=— i,w  = — ' 7>  ott  X 

X (exx — «) * 
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dont  l’intégrale  eft  , s étant  un  arc  de  cercle, 


dont  la  fecante  eft  *,  & le  rayon 
LXVIII. 


(lxi.). 


PROBLEME . Trouver  les  intégrales  des  différentiel- 
les ( bx-^cxx  )",  X dx  {bx  — c*x)”,  & x 

dx  {cxx — bx)”*  y dans  les  cas  des  problèmes  precedens 
par  rapport  aux  expofans  n 8cy  m. 

POUK  UL  l 7 DlFÏEVtVTlttLE  x”  J X ( bx-~^CXX  ) ■ 

Préparation  . bx-*-çxx=:c  -»-»*),  ( b m 

C 


)m  ftf  y è X \i»  ^ ^ / / 

= f ^ X ) ~ C {ibx^xx)  ea 
fuppofant  ^ =z  2 b.  Et  fi  on  fait  xx-^  i bx-i-b  b=:: 
zzy  ou  x-¥b=Zy  on  aura  xx-^ibx=zzz  — bby  c"* 
( 2/&X— ”=c’”  ( **  — bby"  , x”  d X {bx-^-cxx)” 
z=zc”dz{z  — by  X (** — Enfupporant(*j* -4- 


I 

zbxY  z=zx-¥x  y on  3.xx—\-2bx-=s.xx—\-2xu-¥uuy 
8c  zbx—2ux  = uu^x—  — ■*— — , d’  ou  r on  tire 


W-4-W 


E A B MB  J ihudu 

lA— 2B  ^ l(A ») 


un  d M , » 


* hdu  — udu 
u(i  — u) 


on  peut  auffi  aulieu  de  b x c x écrire 
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«(i-vcx)&x”  ( ^-+c;<r=(^x-+c*‘)’”,  & x»-^'" 

x(l/-*‘Cx)”  = x"  dx(bx~^CM*)”  J on  réduit  par  U 
la  différentielle  propofée  au  fécond  cas,  ou  au  premier; 

lesquek  Nous  avons  trouvé  les  intégrales  fonda- 
mentales . 

dx  __  7''' 

ler  Cas.  »=0,w=—  I,  ou  — ; 

dont  r intégrale  eft  ^ (Sl)  ~ (tÎi) 

e 

— L l( — par  le  i «Cas  du  problème  precc- 

b \cx  -*-b J ^ ’ 

dent. 


2*  Cas.  » = o,w=^,  ou  dx  X— 4-cx  x)*  — • 

1 - 

? dz{z Z — bby  , dont  on  trouve  1’  intégrale  par  le 

t 

l^b*  J * t,  f, 

2®  Cas.derArt.LXVii.= ^ ® 

• 8(s— V 

( * — Vza  ^bb  ) - ^c‘  {z^V  zz-bby  , dans 


( Z Z— h 
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dont  r intégrale  eft  — — L(a  — V — h h)  par 

C 

le  3«  Cas  de  l’Art.  Lxvii. 

xdx  -rdr 

4t  Cas.»  = i>m_— i,ou  — y , 

— -4-  JP 
C 

dont  r intégrale  eft  jL  7 “+■*=7  ^ 

r 

5®  Cas.  n—  I ,»J=7>  OM  xdn.{bn-hCHM  )*= 

i - - — 

c~dx.  (*“>&).  {xz^bhy  =c'7idz{xz-~hby  — 

i - - - r 

c*b  dz(z.7t  — b b)',  or  s,  c*zdx{zz — b b)'  = j 

t ^ 

c~(zz—bbÿ  parle  5*,  Cas  de  l’ Art.  LX  vu. , Sc  S. — 
c-id^(^z—uy=— 

■ 

b^ . L.  (*  — >•  V **  — ié/é)— •"  g c^b  (z—^zz-^-bD 
( par  le  1 1 Cas  du  même  art.  ) ; donc  en  aujoutant 
ces  deux  intégrales , & en  fubftïtuant  au  lieu  de  * & 
de  b leurs  valeurs  > on  aura  1’  intégrale  S , xdx 

r 

(A  Jl— te  **  )*  * 
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Cas.  »=:i,  »»=—■-,  ou 


xd* 


Jz(z  — i)  I 


zJz 


(ex*  -4-4*) 
I èJz 


.7  V‘ 


i - ^/■T  - 

(ss— 44)‘  ’ ( sï  — 44)*  ” (_zz  — 44)* 

I 


or 


I zdz 

\rr  i \T, 

^ /iz— 441»  » 


s.— & s 


— — _ = — t—.  L («—Vas* — bh)  par  le  6* 
(52  — 44)»  K» 


& le  3 ® Cas  de  l’art  LXvii.,  donc  5". 


xdx 


( f **  -*■  ix) 

1 . , 

(zz  — bb)‘—i L (z  — V xz — bb). 

le* 

7e  Cas.  «=— !,»»=— I,  ou 


7 V- 


J» 


1 

c 


x(6x^cmx) 

1,1  I 

— ax —xiix 

1 bc  ^hbe 

— ; — 7 = -t  — ^ 1 coniAie  on 

XX  JC-KZC 

le  voit  en  redulfant  ces  fraflions  en  même  denomina- 

I dx  l dx 


tion.  or  ces  fraflions  font: 


ibc  XX  ^hbe  X 


’ 7,  dont  l’intégrale  eft  * 


X 


ibcx  ^bbç 


L«-4- 
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^ I T ( * ~*"  * ^ \ L_ 

L(x-V2^)  = -^‘  7“  J 


ibéc 


ge  Cas.  » = — I>w  = -^,  ou^  (^x-4-CX»)‘  — 


En  fuppofànt  (xx-t-2^*)‘  — x 
a,  ou  (xx-*-2^x)'ï  — x=«,  on  trouve  x= 


— «ijf 2l>du-~Kdt,  djt 


t àx 


\hdu — wJk  j 

X- 


A— I 


J dont  rint^rale  eft  x-+-«  — hL.{h  u) 

b — «« 

= (xx-+-2^x)^— ‘1'** 
«tant  multipliée  par  t“  fera  l’intégrale  cherchée. 

I dt  

J)*  Cas.  »=:—!, — i_ 

»(i*  H-f**)* 


En  fuppofant  comme  dans  le  cas  pre- 

— d»  2tdH  — udu^ 

cedent  x-«-»=(2^*“^**)* > «(A—»; 

« « — = — r dont  l’intégrale  eft 

ot  7 xC»-*'")  *" 

x{thx-*-xx)* 
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_-z=r  , qu’il  faut  divifer  par  c*  pour 

{zix  -«■**)*  — * 
avoir  1’  intégrale  cherchée . 

La  Dim  RENTIXLLE.  X’’  J X (^C  X X l>  x')’”  y 

Ou  dx{xx  — 2 bx)”  y 
Peut  s’ intégrer  dans  tous  les  cas  a peu  prés  corn- 

f 

me  la  precedente,  & en  fuppofant  (xx — 2^x)* 

= x — «,  ou  x—^b~z8cxx-~^2bx=z:zz  — bb.D^ns 

la  première  fuppofition  on  aura  x — TTZTTÂ  > * — 


dx=^  — du  dx{xx^2bxy  =z 

2M 2»  » 2(« oy  ' 


( liu »«) 


du(^xhu  — m «)* 


- = . dans  r autre 

« H — b 


(xx — 2 bx)* 


fuppofition  on  ax”  dx(xx  — 2bx)”  — dz  {z-+ b)”  • 

{zz-bby- 

I Cas.  » = o,w=: — i,  ou  x” dx(xx — 
r=  — ~ ^ -7  > intégrale  eft  . 

xx—2bx  zh(x—2b)  ibx^  ® ib 

I 

2®  Cas.  » = 0,  w = -^  , ou  x*</*(xx — ibx)* 
1 

z=zdz(zz  — dont  on  a déjà  trouvé  l’intégrale. 

M 
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tiu{ïhu  — ««)*  , 

On  a auffi  dx(xx  — zbx)  = — — ,quon 

' 4(«  — 

intègre  facilement  en  fuppofant  u — ^ =/,  d’ ou  l’on 
tire  la  différentielle  — JZL. . 


4/’ 


3 * Cas . n = o , ou 


d t 


(x  jf— a 


•^du 

tt  — h 


> dont  r intégrale  eft  —L{u  — b). 


4*  Cas.  »=i,w=r — i,ou 


xdx 


Jx 


XX — lix  X — zi 


dont  r intégrale  eft  L(x  — 2 b). 

I 

5 * Cas . = ou  X d X XX  — 2 b x)* 

1 

I / t\  / / / \T  —uudx(iiu  — «»)» 

z=d  b) . (zz  — bb)*  ou  = 

8 {u—i)* 

t 

On  trouve  1’  Intégrale  de  d z(z-^  b) . (zz  — b b)' 
comme  dans  le  5'  cas  ci  deflus,  & l’autre  intégrale 
en  fai  faut  u — h=zj>. 

^ I xdx 

6'‘  Cas.  n ■=.  \ ^ m — , ou = 

(xx  — zix)* 

H H d u ) *.  t tm  . 

■ 1 quon  intégré  en  iailant  u — h=.y. 

^^u  — hy■  T O 7 

d X 


7'  Cas.  »=— I , w = — I , ou — 


x( XX — zbx  ) 
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dx  dx  , , 


^hh(^x  — ih)  /^hhx  thxx 


d U {z  h — «)’ 
2 ( « — h)* 


fX—zby 

^^hh 

\ * . 

)^lTx 

dx  f 
— ( XX- 

1 

— zbxÿ 

ppolànt  U 

~b=y 

Cas.»= — i,»j  = — -j>  ou 


dx 


»(**— 2 Ax)* 

— — , dont  r intégrale  eft  - • 

Pour  DirrE'RENTitu.i  x”  d x ( ^ X-~— C x x)'”, 

Ou  c”  x”  dx[zhx — xx)”  • 

Si  on  fuppofe  x — h = z , ou  x x — i hx  —¥■  b b 
= zzy  on  aura  </x  = </ Z , & x” dx{zbx — xx)"’== 

d'üi^'K^by  ' — zz). 


I \ Cas . » = Oy  m :=  — I , ou 


dx 


.dx 


1 hx  — XX  Z b . 


— , dont  l’intégrale  eft  (77* 

zb[^zh--xy  ° \zb—xj 

f 

2®.  Cas.»  = o,w  = -^  ou  </x(2^x-— xx)’ =</» 

t 

{h  b — z%y  déjà  intégrée . 


/ 
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I < 

3*  Gas.»==0}»» — --ou— 


dt 


(»é*  — X*)*  (hé  — zz)* 


intégrée . 


xrfx  dx  , • 

4«  Cas.»=i,m=:— — 

r intégrale  eft  — L(a A-— »). 

I 

5«  Cas.  »=  i,»i=-;î  ou  — »»*)•  = 

f 1 

{bb  — %%y  =.xdz{bb-‘%xy  -¥bdz 

I 

— **)*,  qu’on  a déjà  intégrée. 

I Xi^X 

6\  Cas.  » = I,  >»  = —-  » ou ^ — 


(2-5x  — xx)* 


zdz 


^ th — - aufli  intégrée, 


{bh—zzY  {bb—zzy 

dx  d X 

7«  Cas.»  = — !,»»  = — I>OU-7 — 7 T— “TT" 

/ « 5 J x(a*x— xx)  J^hàx 


d X 

: i 


dx 


thxx  ^hhf^tb 
l 


— ,dont  l’intégrale 


a,6x 


I dx{ihx  — Xxy 

e Cas . » = — I , W =-  , OU  = 
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xhd*  xdx 

I ' a a 

»(i4«  — »*)*  (*A*— »»)*  (>i*— »»)* 

delTus. 


9Z 

intégrée  ci 


Cas.  »=:— 2,m  = 


ou 

t 


dt 


■ 1 dont 


I 

r intégrale  cft  — ^*^*J^**~  comme  on  peut  le  voir  eü 
prenant  U diflérenticUe , 


LXIX. 


PROBLEME.  Trouver  les  intégrales  des  différen- 
tielles & »"</*( CMX)” 

dans  les  cas  des  problèmes  precedens  par  rapport  aux 
expofâns  m.  8c  ». 

Il  La  différentielle  x" </»(»— = 
f^x*  d X Z h x-i-xx 

& en  fuppofant  x-f-ié=*elle  devient  c"dx(z — 

^ **  — qu’on  intègre  par  les  problèmes  pre- 

cedens lorfque  » eft  zéro»  ou  i,  & que  >»  eft  — i ou 
r±-^;  puifque  » étant  = o,  la  différentielle  eft 


, en  mettant  2 b aulieu  de 
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^^z  — bb-+~^ y & que  tj  étant  = i,  elle  eft  c”'dx. 

X *** 

(z  — ^).  ' 

Mais  lorfque  w= — i,  cette  diffcrentlellc  devient 

s • dont  on  trouve  facilement  Y in- 


; — A 


tigrale  dans  la  fuppofition  de  m— — i,  puifqu’alors  fl 
l’on  fait  f =—’  b b on  a 


d Z 


zdz 


(,z  — f>),{zz-*-f) 
hdz 


(/■_►«  A).  (2  — {f -^hh).{zz-i-f)  {f-t-  f>i)-(.zz-^-l) 
dont  on  intègre  tous  les  termes  par  les  problèmes  pre- 
cedens . 

Quand  n étant  = — i,  m — y on  fuppofera 


( zz-+-y)*=z— »-«,  ce  qui  donnera  z: 


f — » « 


Z— 


f — Z h u~“uu 


,</z=^ 


d«(f-t-Hu)  dz  duif-t-uu)  dzjzz-t-f)  

Tûu  ’ 2 — A «(/■— 2 — A 

du(f  ~fuu)*  ^ 

2««(/ — Z h U — ««)’  i,  f—zhu  — uu 

(2-A).(22-f/-)‘ 

Cette  derniere  différentielle  s’ intègre  par  les  problè- 
mes precedens  (Art.  XLViii.)  l’autre  différentielle  — « 
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du(uu-*-fy  d u{  f Htt -t- 


znu(^f—lhu  — ««)  zuu{uM-t-zhu—f)  2uu{uu-t-  ziu—f) 
U udu  f d U ff d U 


— f)  H U Z h !t  — f zau[_uu  -*■  zha  — /') 

Hudu  I 


S’  intègre  aufli  par  parties  : Car  — — '!±_1 ^ 

° r ‘ zi^uH-^zhu — j) 


httd  ! 


— fdu 


— J différentielle  dont  chaque 


d K““  . . 

terme  s’intégre  feparament  par  les  problèmes  precedens, 
aufibien  que refteque — — 

^ Htt  -*■  zhu—j^  zu»[^uu  -t-zhu—j) 

Z bu  du — fdu  zhudu-*-Abh-*-f  . . , 

= H -7 , To  quon  intégré 

zuu  z(^uu-^zhu  — I)  “ 

de  la  même  maniéré. 


2®  La  différentielle  x”  dx[a-+l>x—cxx)'”—c”’x’’dx. 
^^-^rïhx — x*^"  , en  mettant  ib  z\i  lieu  de  y; 
& en  fuppofant  x — b ^ devient  dz( z-¥ b)” • 
{^-~-^bb  — zz'y^  dont  on  trouve  l’intégrale  comme 
ci  deffus  lorfque  » eft  zéro  ou  i , & w = — i,  ou 
' Mais  lorfque  rt~ — i,  la  différentielle  de- 
C-dz{^^  -¥hh  — Zz'Y 

vient qu’on  intègre  auffi  comme 

au  num.  i®  quand  »»= — i;  & lorfque  w = , oa 
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réduit  — Z Z en  quantité  rationelle,  en  fup- 

pofant  que -J  efi  une  quantité  pofitive  =»-r  par- 

çe  qu’autrement  i6-z  Z feroit  imaginaire,  8c  cû 


iàiiànt  V rr—^zz  — r—zu  d’ou  l’on  tire  z = - 


UK  -t-  f 


V r r"";  z'=r-  Z » 

(X  -+«»)*  ’ I-t-KJ. 


»-4-fc=— — , 8c 

( 1 -Hik)  ’ 


1 </« 


_i  bu  u-*-ir 
(jt  -U  b),  (^rr  — Sï)* 


qu’on  intègre  par  les  problèmes  precedens  (Art.XLViii.)* 

'"'en  multipliant  Ton  numera- 


La  différentielle 


teur  8c  fon  dénominateur  par  sf  rr  — zz  fe  change  en 

Il  . rrdz  — zzdz  rrdz 

celle  Cl = i — 


(ï  -+-A).  (rr-zï)* 


( Z -t-  . (rr— zz  )* 


zzrfz  n-rii  frdz 

or  1 intégrale  du  terme  - 


(z-r-A  ) . ( r r-z  Z ) * 


(z-t-A).(rr-zz)' 
zzdz 


vient  d’etre  trouvée,  8c  celle  du  terme  — 

(z-*-i).(rr-zz)* 

fe  trouve  par  les  problèmes  precedens  en  fuppofànt  z-^-b 
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. . zzdz  dy(f  — h)* 

, ce  qui  donne  — — — — — — 

ydy  yhdy  hhdy 

. — > — • 

V’rr-Cz-A/  \frr-{y-h)* 

LXX. 

q P 

THEOREME.  La  différentielle  « H 

cz*0'”j  que  nous  avons  propofée  au  commencement  de 
ce  chapitre,  peut  toujours  S’intégrer  abfolument  ou  par 
les  tables  des  logarithmes  & des  fmus,  lorfque  l’ cx- 
pofànt  m étant ou  — ~j  1 cxpofànt  ^ ell  ►— i, 

ou  ^ I J ou  zp  — l'y  quelles  que  foient  les  gonflan- 
tes OybyCy  pourvu  que  dans  le  cas  de  w = 1+  — > 
la  quantité  ne  foit  point  négative. 

Démonstration  . La  différentielle  ^ dz.  (/»— *. 

■ 

^ J P 

réduit  (Art.XLii.  ) a celleci-»  d x 

= *"  dx(a-i-bx-hcx*)”  en  fuppo- 

fant  «!’=x.  — * î=  «•  or  nous  avons  démontré 

* P 

en  detail  dans  tout  ce  chapitre  que  la  différentielle  x dx 

toujours  s’intégrer  abfolumenç 
N 
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ou  par  les  tables  des  logarithmes  & des  finus,  lorfqae 

l’expofant  m étant  — i ou  , 1 autre  expofant  », 

ou  , eft  =9,  ou  dr  i ; & en  faifant?^  - ‘ 

0,  en  fuite  =3  d:  i , on  trouve  =5  ^ t= 

2p~~“ly  donc  &c.  C,  Dt 

REMARauE  . Les  différentielles 
( » -i- fe  redüi- 
fent  aux  différentielles  refpefUves  >i‘dx{ a -+ b x 
n dx  (a^cxx  j”  , & x dx  ^bx-+cxx)”*  en  fuppofant 
=î  4,  & > c:  » . 

Or  Nous  avons  démontré  ( Art.  XLV.  ) que  la  dif- 
férentielle peut  toujours  s’ intégrer  ab- 

folument  ou  par  les  logarithmes,  lorfque  l’un  des  deux 
expofans  »»  ou  » eft  un  nombre  entier  pofitif  ou  zéro, 

donc  la  différentielle  pourra  s’intégrer 

de  la  même  maniéré,  lorfque  — i fera  un  nombre 

entier  pofitif  ou  zéro,  ou  lorfque  q=-p  — 1>  ou  que 

fera  un  nombre  entier  pofitif. 

P 

Nous  avons  auffi  démontré  ( Art.  XLVI.  ) que  la 
différentielle  eft  intégrable  abfolument 
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ou  par  les  logarithmes  , lorfque  eft  un  nombre 

entier  pofitif  ou  zéro:  donc  la  différeutielle 

fera  intégrable  de  la  même  maniéré,  lorfque 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  c’  eft 

adiré  quand  on  aura  — i,  ou  cgal  a un 

nombre  entier  pofitif. 

En  fin  (par  l’  Art,  xlvii.  ) b différentielle  nd» 
(ix-fcxx)’”peut  s’intégrer  abfolument  ou  par  logarith- 
mes , quand  w -4-  « , ou  w — j- , eft  un  nom- 

bre entier  pofitif  ou  zéro  : donc  dans  ce  Cas  la  différentiel- 
le Z? d Z. (b z^-4- c )"  pourra  auffi  ctre  intégrée  de  b 
même  maniéré . 

Ce  cliapitre  & le  fuivant  dans  le  quel  nous  traitterons 
du  calcul  différentiel  & intégral  trigonometrique  , font 
une  préparation  a b refolution  des  équations  différen- 
tielles rationelles. 
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CHAPITRE  III. 

De  r inté^yation  des  Différentielles  Tri^onometriques  ^ 
ou  exprimées  par  les  Sinus ^ Cofmus^  Tanp,entes, 
Sécantes^  Cotanp^entes ^ Coftcantes^  Sinus 
verjesy  (7  par  leurs  Logarithmes  m 

LXXI. 

J^]”ous  fuppoferons  dans  tout  ce  Clupitre  que  u 
reprefente  un  arc  de  cercle,  ou  un  angle  mefuré  pr  cet 
arc  ; & que  eft  la  demie  circonférence  du  même  cer- 
cle, dont  le  raïon  foit  1’  unité.  Nous  defignerons  les  Si- 
nus, Cofmus,  Tangentes,  Cotangentes,  Cofecantes,  Si- 
nus verfes,  par  les  premières  lettres  de  ces  noms,  ou  par 
Sia.,Cos.,  Taug.,  Cot.,Cos.,Sia.ver.;  & lorlque  ces  exprelTions 
feront  feules,  elles  fignifieront  toujours  les  Sinus,  les  Co- 
finus , les  Tangentes  &c.  du  même  arc  ou  du  même  an- 
gle, pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  cft  I’  unité;  mais 
lorlqu’elles  feront  fuivies  d’ une  autre  lettre,  comme  Sin. 
«,  Cos.  «,  Tang.  « &c.,  ou  Sin.  z,  Cot.  y.  &c.  chacune 
de  ces  lettres  «,  *,  / &c.  fignifiera  un  arc  de  cercle  «, 
Ou  Z,  ou  /,  pris  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  1’  uni- 
té, & Sin.  U le  Sinus  d’ un  angle,  ou  de  l’arc  m,  Tang. 
Z la  Tangente  de  1’  angle  ou  de  l’arc  z.  Nous  allons  cxpo- 
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fer  dans  les  femmes  fuivans  les  principales  formules  de 
trigonométrie  dont  nous  pourrons  avoir  befbin  dans  la 
fui'e,  & qu’  on  trouve  démontrées  dans  les  Auteurs  mo- 
dernes qui  ont  traité  de  cette  partie  de  la  Géométrie  ; il 
feroit  inutile  d’en  donner  ici  les  demonllrations , & trop 
pénible  a nos  Leéleurs  d' etre  fouveot  obligés  de  recourir 
a leurs  ouvrages. 


LXXII. 

Lemme  LSin.o=o,  Cos.o=  i , Sin. </«  = </«, Cos.’ 
i.Sin.-i  -w  = i.Cos.  - Tr  = o,  Sin.  r=  o , Cos. -w 

-H  i,Sin.  J = •—  I , Cos.-^  -w=:o,  Sin.  2 7:  = o , Cos. 

2 =1.  On  voit  par  ces  formules  que  tous  les  Si- 

nus , & tous  les  Cofinus  font  renfermés  entre  les  li- 

mitesH-i  & — I.  Ona encore  Cos. « = Sin.^-^  TT— -»  ^ 
Sin.  « = Cos.  Il  ^ ; & Sin.*  -fCos-*  = i. 

LXXIII. 

Lemme  2.  « & z étant  des  arcs  du  cercle , dont 
le  rayon  elf  r , on  a les  formules  q’ui  fuivent . 

Sin.  • U -i- Z ) = Sin.  m.  Cos.  z -4-  Cos.  u Sin.  z 
Cos.  ( u~hz  j = Cos.  U.  Cos.  Z >—  Sin.  ».  Sin.  « 
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Sin. ( « >—%)■=.  Sin.  u.  Cos. z — < Cos.  u. Sin. z. 
Cos.  ( « Z ) = Cos.  «.  Cos.  Z —J.  Sin.  u.  Sin.  z. 
On  tire  de  ces  formules  les  quatre  autres  fuivantes. 


Sin.  u.  Cos.  z = 


Sin.  ( « 


) Sin.  ( K — z ) 
1 


Cos.  «.Sin.  z = 


Sin.  («-*-«)  — • Sin.  ( u — « ) 

2 


Cos.  u.  Cos.  z 


__  Cos.  ( « — « ) Cos.  ( « -4-  a ) 


Sin.  ».  Sin.  z 


__  Cos.  {u  — z) Cos.  ( « -4- « ^ 


On  en  duit  enfuite  celles  ci 


Sin.«-i-Sin.z=  2Sin.(-^  «H--;  *)  X Cos.(-i«-.-^  z) 
Sin.  ».  — Sin.  z.  = 2 Cos.  (7  « ~ X Sin.  « — - » ) 

Cos.  » -+•  Cos.  z = 2 Cos.  (“«— ♦‘~*)X  Cos.  ( - » — -*  ) 


Cos.  z/ — Cos.  » = 2 Sin.  (“«“♦‘•“*)X  Sin.(-  » — “ * ) 


LXXIV. 

Lemme  3.  Parceque  aa  bb—{a-¥  b \f  -i)  X 
(4  — ^ — »)j  & que  ( par  le  lemme  i . ) Cos.*— t- Sin.* 

= I , en  prennant  le  finus  & le  cofinus  d’ un  même  angle 
quelconque,  on  aura  auiTi  ( Cos.  -t-  Sin.V^— »)  X (Cos. 
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— Siti.  V ~ = I ; & ( Cos.  « -+•  Siti.  « V — » ) X 

(Cos. « — Sin.K  ^ — I ) = ( Cos.  * -4-  Sin.  a V"  — ‘ ) X 
(Cos. Z — Sin. zV  — *)  ; 

Si  on  multiplie  Cos.  z Sin.  z \f  — i par  Cos.«  — »• 
Sin.  M V"  ~ ‘ » le  produit  fera  Cos.  u.  cos.  z — Sin,  u,  Sin. 

* -+  ( Cos.  u.  Sin.  X — f Sin.  ».  Cos.  x ) V — » ; mais  on  a 
( par  le  lemme  precedent  ) Cos.  ».  Cos.  x — Sin.  ».  Sin.  x 
= Cos.  ( » — +-  X ) , & Cos.  ».  Sin.  x.  — i-  Sin.  ».  Cos.  z — 

Sin.  ( » -+  X ) . Donc  le  produit  ( Cos.  » -i-  Sin.  u\f  -i  )• 

X ( Cos.  X H- Sin.  z\f  _ , ) = Cos.  (»-+x)-t- — i' 
X ( Sin.  » -I-  X ) . 

De  même  le  produit  (Cos.  »— Sin.  ».V"  -■  * )X  (Cos.x 

— Sin.  X.  V — 1 ) = Cos.  ( » — 1-  X ) — V"  — * X Sin. 
(»-*-xj. 

On  trouve  par  un  Calcul  femblable  le  produit  ( Cos. 

r±  Sin.  » V — > ) X ( Cos.  x Sin.  x.  V"—  ')  X (Cos. 

X ri:  Sin.  x \f  — i)  = Cos.  (»-+x  ^ X 

Sin.  ( » -4-  X — f-  X ) . 

, LXXV. 

Corollaire,  i.  Donc  fi  T on  fiippofe  x = ») 


bla 
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on  aura  le  quarré,  (Cos.  «-^Sin.  u V"  — «)*=Cos.  2» 
— Sin.  2u.  ; Sc  en  fuppofant  encore  * = « , on 

aura  le  Cube  ( Cos.  «H; Sin.  u.  ^ — ‘)*=Cos.  3» 

Sin.  3«.  V— » ;&  généralement  (Cos.  Sin.  « 
ï=  Cos.  m.  ^ Sin.  nu.  V — • 

LXXVL 

Corollaire.  2.  On  tire  de  la  dernlere  équation 
ces  deux  autres , Sin.  nu  ^ — i = ( Cos.  » — 4-  Sin.  ». 
^ — 1)’—  Cos.  w»,  & Sin.  nu  V”  — » =Cos.  nu  — 
( Cos.  » -— Sin.  » y — i)*  ajoutant  ces  deux  valeurs  & 
divilànt  par  2 ^ — i , on  trouve  T équation  fuivante . 

(Cos.  u-t-  Sin.M  ^ — t )"  — ( Coi.  u — Sin.  <•  V"  ~ 

oin.  nu,^^ — 

» V" — * 

On  trouve  de  mârae. 

CoS.»»“~  - i)*-+-(Cos.f/-Sin.i»V-*)* 

2 

LXXVII. 

Corollaire  . 5.  En  devant  ces  deux  binômes  a 
la  puilfance  n par  la  formule  generale  de  Newton,  on 
trouve  ces  deux  formules  làns  imaginaires  Sin.  nu 

. ( Cos. » )—  X Sin. ( Cos. » )”-> 

X 
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X (Sin,.)W--'— ■‘’(Cos.»r^ 

''  ''  1.  2.  }.  4.  S*  ^ ' 

X (Sin.«)*  &c. 

Cos.m=(Ox.uy—^^^^^.  (Cos.»)*“*  X 
( Sia.  . )■  ( Cos..)'-*  X 

(Sin..)*  X 

' ' 1.  2.  J.  4-  5.  é.  ' ' ' 


(Sin. 


LXXVIII. 

Corollaire  4.  Si  l’on  fuppofe  que  l’arc  « foit 
infiniment  petit,  on  aura  Sin. «=:«,&  Cos.  »=  i ; & 
pour  rendre  1’  arc  nu  d’ une  grandeur  finie,  il  faudra 
que  n devienne  infiniment  grand  ; ce  qui  réduira  les 
produits  ».  (»  — 1),»(»  — i).  (»  — 2),». («— 'i). 

(»  — 2).  (» — 3),&c.  aux  puiffances  »*,»*,  »*,&c.Si 

donc  on  fait  l’ arc  fini  %=;»»,  on  aura  ~ =:  u — Sin.  u . 

•^  = (Sin.»)*,  — =r(Sin. »)’ &c.;Cos,«=i;parcon- 

fequent  toutes  les  puiflànces  de  Cos.  u feront  égalés  a 
l’unité;  & en  fubfti tuant  ces  valeurs  dans  les  deux  for- 
mules du  Cor.  3 , on  aura 

O 


Digitized  by  Google 


io6  Elemens  du  Calcul  inte'gral 


Sin.*=!s — 


1.1.  f 1.2.  J.  4.  5 1.2.  J.  4.  5.6.7 


-v&c. 


Cos.  2=1 


1.2.  J.  4 I.2.J.4. 5.6 

LXXIX. 


Lemme  4.  » étant  un  nombre  impair,  on  a cet- 
te formule  generale  des  puiflances  n de  Sin.  ». 

2”  * (Sin.  »)”  =:il: Sin.» » Zjl  ^.Sin.»  — 2.  » — 


Sin.» — 4.»rr Sin.  » — 0.  » ^ &c. 

1.2  ^ 1 . 2 . î 

, ».  » — T.  » — 2 C&V. 

— I . , . ^ . o>7.  ““  nombre  pair,  on 

a la  formule  fuivante 


2"  ’(Sin.  »)”=zt  Cos.»»-+ Cos.  » — -2.  »Jdr 


».» — I.  ».» — I.» — 2 

Cos.  » — 4.  » r± Cos.  » — d.  » «c. 

t • l ' I»  2«  J 


».  » — I . » — 2.  Ô"f. 

1 . 2 . J . ^c. 


O.  U. 


Dans  la  première  de  ces  deux  formules,  on  fe  fer- 
vira  du  figne  fuperieur  lorfque  »=:4»i-+i,&  du  li- 
gne inferieur  lorfque  » = 4»j — i;  m étant  un  nombre 
quelconque:  dans  la  fécondé  formule,  on  fe  fervira  du 
figue  fuperieur,  lors  que  »=4m,  m étant  un  nombre 
quelconque;  & l’on  prendra  le  figne  inferieur,  lorfque 
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» = 2m,m  étant  un  nombre  impair  quelconque  il 
faut  encore  remarquer  que  dans  la  première  formule  il 
faut  s’  arrêter  au  terme  qui  eft  terminé  par  Sin.«;  & 
que  dans  la  fécondé  formule  il  faut  s’  arrêter  acelui  qui 
eft  terminé  par  Cos.  0.  » = i , Sc  le  divifer  par  2. 

n.  étant  un  nombre  pofitif  quelconque  , on  a la 
formule  fuivante  pour  les  puiflànces  du  cofinus. 

2 ( Cos.  U ) — Cos.  HU-+  Cos.  » — 2.  « — i- 


— Cos.  a — 4.  « — +■ 


».  «—  I.  B - 1 


I.  1 . î 


Co  s.  a — d.  « . 


n.n—  i,n—  7 ^e. 


— X Cos.a  — a.  «,  ou  X Cos.  «,  Selon  que  a 


1.7.1 

eft  un  nombre  pir  ou  impair. 


LXXX. 


^ Sin.  _ CoJ. t _ 

Lemme  5.  tang.  = — -,Cot.=  r- = — ,Sec.= 

•'  ° Cos.  ’ Sm.  rang.’ 

^ , Cofec.  = Sin.  ver.  = i — Cos. , d’ ou  l’ on  tire  : 
tang.  X Cos,=:  Sin.=^^  ; Sec.'  X Cos.  = i ; Cosec.  X 

Sin.  = I ; tang.  X Cot.=  i ; Sinus,  vers.  Cos.  = i. On 
peut  aufti  au  moyen  de  ces  équations  appliquer  aux 
Tangentes,  Cotangentes,  Sécantes,  Cofecantes  & Sinus 
verfes,  les  formules  generales  qu’on  a trouvées  pour  les 

Sinus  & Cofinus;  pr  exemple  pnifque  Tang.  On 


io8  Elemens  dü  Calcul  inte'gral  ‘ < 
aura  par  le  Cor.  4.  du  Lem.  3.  cette  formule  generale. 


Tang.«= 


** 

i Prr 

I.l.  J.  ' 1 

1.  5.4.  î. 

I.I.  J.4.  J.  é.7. 

I- 

h- 

Z*' 

— +*8cc. 

1. 


I.  i.  J.  4.  I.  J.  4.  s-  6. 


LXXXI. 

THEOREME  I.  w étant  toujours  un  arc  de  cercle 
dont  le  rayon  eft  i , on  aura. 

lo  du  — ",  par  confequent  d.  Sin.  u—du 

X Cos.  UyU  — S.  & Sin.  u=.  S.  du  X Cos.  u 
2"  </«  = — par  confequent  (/.Cos.  « = 

* Sin.«  ' * ^ 

X Sin. «.«rnS".  — ^^^^,&Cos.«=S'— (/»»Sin. « 

' Sin.  »•  ' 

3®  «=  — L.(  Sin.  us/  — I -¥■  Cos.  « ). 

I _ / Co».  » -(- Sin.  * 

4?  »=  r-) 

— 1 'Cos.  «—Sin.  « — i ' 

La  première  & la  fécondé  parties  de  ce  Theoreme  ont 
été  démontrées  ( Art  Llll.  ) ou  Nous  avons  fait  voir  que 
fl  r on  fuppofe  fm  « = & par  confequent  Cos.  u = 

^ t-xx  , on  a </«  =— *^*  : & que  fi  l’on  fuppofe  Cos.  w 

!^i — »* 
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lOp 

= x,  & par  confequent  Sin.  « =V  i—x:«  , on  n'du 

d X 

l^l  — XX 

On  démontre  la  troifieme  partie,  en  prouvant  que 
la  différentielle  du.  \f — i eft  égalé  a la  différentielle  lo- 
garithmique de  Sin.  « V*— *i  Cos.  «,  ou  que,  du.^—^i^ 

à,  Sin.  ^ — I d.  Cos.  h , 

) OU  encore  que  — Sin.  u du 

S\n,  K.  — I -«-Cos.»> 

Cos.  U du.  V — I = d.Sia. u . V — i -^d. Cos.  « Or  pr  la 
partie  de  ce  Theoreme.  </.  Sin.  u ^ — i = Cos.  u du. 
^ — 1 , & par  la  2 ®.  prtie  d.  Cos.  « = — Sin.  « du.  Donc 
d.  Sin.  u.  — 1 “^d.  Cos.  « = — Sin.  u du  —¥  Cos.  u du. 

y/ZIT  C.  ^ F.D. 

Pour  démontrer  la  quatrième  prtie , il  fuffit  de  prou- 
ver que  * — . L ( Sin.  u V— i -H-Cos.  « ) = — - — . 

l'-TT  * * 

_ / Cos.  « -•- Sin.  «.  y' — i\  r / t.'  ./* 

L ( j , ou  que  ^ L.  { Sin.  » V — * i “♦* 

'Cos.  H — Sin.  * y'  — I ^ 

_ s _ / Cos.  u -►  Sin.  u.  I \ 

Cos.  U ) = L ( ' — J , ou  encore  que  (Sin.ii 

'Cos.  K — Sin.  u.  y — I ■' 

V___  .J  Co/.  « -h  Sin.  «.  . 

— i-H-Cos.  »)  =.  :z=-f  OU  que  Sin 

Cos.  « — Sin.n.  — 1 
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, ou  en  fin  que 

Cos.  M — Sin.  U — I 

( Sin.  U V — I Cos.  M ) X ( Cos.  u — Sin.  u V — i) 

= I.  Cequi  eft  évident  par  le  Lemme  3.  donc  &c. 
C.  ^ F.  D. 

LXXXII. 

Corollaire  i.  En  multipliant  la  formule  u = 
•£.(Côs^  «-+*Sin.«  V — i)  par  uu  nombre  quelcon- 


1 


que»,  on  aura  »»  =— ^I»(Cos.«-+- Sin.«  -I  ) 


=L.^Cos.«  — 4- Sin.»  — L.  ( Cos. 


/»  ■ V— » — 1 

Sin.  «.  V — I ) —L. 


/ i 

(Cos.  «.-*■  Sin.  N.  y—  i) 


,y~i 


:=!..(  Cos.  u — • Sin.  u yf — i ) j Car  = 

— 1;  & par  le  lem.  3. 
= Cos.«-— Sin.  » V— I» 


co.  ■ •+  sio.  K.  y —1 


LXXXIII. 


Corollaire  3#  Puifque  »«  = "/=■  i»  (Cos.  » 

y ^ \ 
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-4-  Sin.  » V — X ) ; en  mulripliant  de  part  & d’ autre  ■ 

par  V — I , on  aura  »uV — i =.nL.  ( Cos.  «-h’ 
Sin.  « \f — i ) = I-  ( Cos.  U — 4-Sin,  u V—iy*  =:  L, 
“ , — = L,  (Cos.» — Sin.  » •J'^) 

LXXXIV. 

Corollaire.  3.  Suppofé  que  e (bit- un  nombre 
dont  le  logarithme  eft  l’unité,  ou  = ij  on  aura 

(prleCor.  Ze=L.(Cos.«-4-Sin.» 

= i.  ( Cos.  » — Sin.  » V — I )”  , ou  I-  c"*  =: 

X»  ( Cos.  U -+  Sin.  » ^ — I ) " * = £.  ( Cos.  » — • Sia. 

«V" — ; par  confequent  r"“  = ( Cos.  » -4- Ski. 
uV  — (Cos.»  — Sin.»  V — . 

LXXXV. 

Corollaire  4.  Dans  la  même  fuppofuion  de 
Le—i;  on  aura  par  le  Cor.  2.  e""  * = ( Cos. 

— 4- Sin.  » — I )”=  ( Cos.  » — Sin.»V'— i)  ,i  par- 

confequent  e”""  = * — --t  = ( Cos.  » -4-  Sin^ 
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KV^^)~"=(Cos.w-Sin.«V  — Or  par  le  Cor.  2. 
du  Lemme  3. 

. (C«s.  H -I-Sin.  U y — i)  — ( Cm.  u — Sln.  « i )"  . 

Sin.»«  = — — T= ’ 

* y — 1 

& Cos.  »K  (Cos.«— 4-Sin.»  — i ) -h-—  (Cos.  u — 

Sin.«V' — 7)"-  Donc 


Sin.  »«  = • 


nu  — I — »•  tcrr 

e —e 


nu  y — ï —nu  y — I 

e — t-tf 


Cos.  »u  = 1 

Et  fl  r on  fuppofe  » = i , on  aura  Sin.  u = 


-,  & Cos.»— - 


I 


LXXXVI. 


Corollaire  5.  Si  1’  arc  w & le  nombre  » font 
réels  les  logarithmes  imaginaires  — ^ L.  ( Cos.  u -*• 

/—I 

Sin.i,V^ — t)  ou  i.(Cos.«-t‘Sin.«V— 1)“"  ^ , & 

„ \f—~ I .L(Cos.»-^Sin.»  V — i)  ou  L(Cos.u  — Sin. 

feront  des  quantités  réelles  = «»,  par  le 

Cor. 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  III.  113 

Cor.  I ; & dans  les  mêmes  fuppofitions  les  quantités  ex- 
ponentielles (Cos.«-t-Sin.tt  V — 1)“"^  & (C0S.K-— 
Sin.  » V— I feront  auffi  réelles  & = auffibieo 

g""  ^ — t _—rmy — I 

que  les  exponentielles — = Sin.  nu , & 

• =Cos.»w. 

3 

Au  contraire  les  Logarithmes  Z.  ( Cos.  « Sin. 
— i)*  ,&L.(Cos.« — Sin.wV^— -1)"  feront  des  quan- 
tités imaginaires  e”"  & e~”"  ; 


LXXXVII. 


THEOREME  2.  I®  du=z~'^^-“  ~ 

1 -♦•(Tang.K)*  (Sec.«y’ 


par  confequent  du  ( i -+-Tang.  » )=du  (Sec.  «)*  = d.  Tang. 

r ‘/•Tang.»  ./.Tang.»  „ j 

»,  » — .i. — — S.  — — = S.  d,  Tang.  w 

» -*■  (Tang.»)*  (Sec.*)*  ® 

Cos.  M . 


2!  » = . L 

— "Tang. » 

P 
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t U Y- — i 

e 

.g 


3®  Tang.w  = 


- , en  fuppofant 


L.e~  i . 

La  première  partie  de  ce  theoreme  a été  demon- 
treé  (Art. LUI.),  ou  ayant  fupposé  Tang.«  = * & par 

confequent  (Sec.«)’  = iH-xx,  on  a trouvé 

Démonstration  de  la  fécondé  partie.  Tang.x= 


Sin,  « 
Cos,  « 


, OU  Situ«=Tang.«Cos.x,(Lem.  5.)  . Donc  en 
fubftituant  Tang.  u Cos.  u — i au  lieu  de  Sin.  u i 

Gos.  « -*■  Sin.  « — I 


dans  la  formule  x = 


I _ V..OS.  « oin.  #1  I / 

. L. trouvée 

Cos.  H — Sin.  » — 1 


dans  le  theoreme  i.,  ôn  aura  « — — X 

— 1 

^ rCos.,-.T,ng..Cos.,/^v  ^ 

\Cos,ii  — T»ng.  «Cos.»*^ — ij 

rateur  & le  dénominateur  par  Cos.»  on»,»= — -=r  • 

— I 

\ I — Ting.  H y—i  ' 

On  démontre  de  même  la  3*  partie.  Car  quifque 


par  le  theorcRia  precedent  Sin-  » =■• 


X^'—l 
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■;  on  aura  Tang.«: 


1^3 

Six.  U 


Ces.  « 


r — ^ 


I 


V=T  -* 

• U I 

en  (Mvilâot  le  nomerateur  & le  dénominateur  par  e 
C.^F.D. 

LXXXVIII. 

Corollaire.  Puis  que  Tang.«=^^  (Lem.  5.) 
en  fubftituant  — — ■ au  lieu  de  Tang.  « dans  les  deux 

Lot.  M “ 

demieres  formules  du  theorcme  precedent,  on  aura. 

I , ( \ 

I O u = — — Z“  — )• 

' ï 1^  — » ' Cet.»  - ' 

2®  Cot.  »=— — 


LXXXIX. 


THEOREME  3.  </«=—</.  Cot.  «Sin.»  ; par  conlê- 

t 

Jm 


quent«=S— </.Cot.«. Sin. M,  d.CoUu^—^— — ^ ,& 
Cot.  u~S 


d„ 


(Sin.c)» 
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, 4-  Tane.  u . ~ x 

Pemonstration,</«x=-^^^^--  =rf.Tang.«  (Gos. 

I i-m  _ 1 Sin.  U 

H)*  par  le  Theorerae  3.  or  Tang.«=“ 

ieLem.  5.;  par  confequent  </.Tang.»  = 


Cot.  H Cos.  M 
</.  Cot.  « 


par 


( Cot.  H 


1^.  Cot.  «,  ■■  **  - . Donc  </»  =5— </.  Col  « ( Sio.  « )* . 

( Cos.  » )* 

C.  F.  A 

XC 

Corollaire  . Puifque  ( Lem.  5.  ),Cofec.  « = si^» 

_ , 4.  Cot.  K — </.  Cot.  « , ■_ 

on  auraauilifl«=— » « = a -,</.Cot.» 

(Coiec.ii)*  ’ (Cofec.»)» 

(Gofec,  «)* , & Cot.  u = S.~—du  ( Cofec.  h )* . 
XCI. 

THEOREME  4-  du  — -1  parconlequent 

Sin.  M 

„ 4 Sec.  J.  ( Cos.  «.  )*  O , ^ 'Z"  Sin.  « 

»=  5. — , & tf.  Sec. U = , & Sec.  u 

Sm.«  ’ ■ '*  ’ 


( Cos.  *.  )* 


.^«Sin.  u 


( Cos.  * )‘ 

Démonstration.  Sec.  «= -^(Lem.s.):  en  dif- 

Cos.  «I  ' ’ 


f(^rentlant  d.  Sec.  u = 


4.  Oos.  u 


(Cos.  n) 


- , d.  Sec.  u.  ( Cos.  » )*  =3 
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fj  fl  “ )* “ 

’ Sin. « 


Sio-o 


II7 

=//«,(  Tlieore.  i.). 


C.  F.  D. 


!XCII. 


C* 

Corollaire  i.Puifque  (Leni.  3.).JÜlil=:Tang.w, 

Sin.  « 


& — i — =Sec.»:  on  aura 

Cos.  M ( Cos.  « ) 


- =Sec.  M.  Tang.  «,  & 


( Cos.  « J* 
Sin.  « 

1^.  Sec.  « 


t _ , J.  Sec.«(Cos.  «)*  

. Donc  du  =ï ^ =:5 

Sec.«  Tang.»  Sm.  u 

u~S.  , (/.  Sec.  ».  = </».  Sec.  » • 


Sec.  K Tang.  « * Sec.  u Tang.  » 

Tang.  »,  & Sec.  » = 5*.  </».  Sec.  ».  Tang.  ». 


XCIII. 


Corollaire  2.  Puifque-^4^=Cofec.»(Lem.5.) 

</«  = d.  Sec.  » ( Cos.  » )' . Cofec.  « j 8c  u ==:  S.  d.  Sec.  ». 

(Cos. «.)’.  Cofec.»;  & puifque  Cot.  »=-^^,  on 
aura  auffi  du  — d.  Sec.  ».  Cot.  ».  Cos.  ». , w=^S,  d.  Sec.  ». 
Cot.  ».Cos.  u:dScc.u=  - — ^ , & Sec.  »=  — • 

’ Cot.  U Cos.  « ’ Cot.«  Sin.« 


XCIV. 

_ , J.  Cofec.  « ( Sin.  » )*  - 

THEOREME  <.  du  = — i i-;»=5  — 

^ Cos.  H * 
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^ ^ Cofec.  « = 

r«c  .,  > (Sio.  •)* 


s.— 


Cos.  « 
li'4.  Cos.  U 


( Sin. U )* 

Démonstration.  Cofec. «=  jj^(Lem.  5.);  en 


</Sin.  « 


difierentiant , d Cofec.  u——  — — - ; —d Cofec. « (Sin.  « )* 

i/Cofcc..«. (Sio.*)*  ^Sin.»  J 

=//Sin.«, —=^-F — =fl«(Theore- 

me  i.)Donc.  &c.  C.  ^ F.  D. 

XCV. 

Corollaire.  On  peut  au  lieu  de  AibfU- 

^ Co$*  H 

tuér  différentes  valeurs,  <ju’on  trouve  aifement  par  les 
formules  du  Lemrae  5.  Sec.«  = — ^ — , Cofec.  — , 

Gos.  « ' Sui.  » > 


OU  Sin.  U—  ^ , 


Cof«Co  « ^ Cm* 


Sin.  « —>  . Coî.K 

= Tang.  «jCot.K  =,r — ou 


Sin.  » 


= —-î-  ; par  exemple  en  fubftituant  cette  demie- 

Cos.«  Coc.»’  ^ 

re  valeur  — — au  lieu  de  , on  aura  du  ==:  — 

Cot.  U Cas.  U ' 


</ Cofec.  «Sin.  « 
Cot.  H 


=;  — s/Coliec.  U.  Tang.  u.  Sin. ». 

XCVI. 


THEOREME  €.  du  = - ; par  conlêquent 
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tf  — , d,  Sin,  ver.»  = du,  Sin.  w,  Sin.  ver.  u 

Sin. U ' ' 

z::z  S.  du.  Sin.  u . 

Car.  Sin.  ver.  « = i — Cos.  u ; en  différentlant  d.  Sin, 

dSio.vtrs.u  dCoi.u  , 

ver.  u = — d Cos.  u ; — = — = du.  (Théo- 

' Sin.  M Sin.  K ' 


reme  i.)  C.  F.  D, 


XCVII. 


Lemme.  (Cos.g>-vV* — I Sin. 9 )”  = Cos. w 9 — 4- 

V-i  Sin.»w9,  9 dénotant  un  angle  quelconque,  km 
un  nombre  quelconque.  Ce  Lemme  a déjà  etc  démon- 
tré (lxxiv.)  par  les  feuls  principes  de  Trigonométrie;  mais 
nous  joindrons  ici  une  autre  demondration  dépendante 
du  Calcul  différentiel,  dont  nous  ferons  ufàge  en  fuite. 
En  prenant  les  logarithmes,  on  aura  par  la  fuppofition. 

»;  L.  ( Cos.  9 — — iSin.9)  = £.  ( Cos.w9-t- V — i 
Sin.m9),  8c  en  différentiant,  traitant  l’ai^lef,  comme 
variable,  on  aura  (Lxxxi.) 

m d t Sin.  9 p OS.  0 

Cos.  O -*■  Sin.  * . 

w</ïSin.  m»  m dt  ^ — 1 Coï.  m P 

' — —Z > 

Cos.  m % -*■  y — I So.  m P 

& multipliant  les  numérateurs  par-— i,  on  aura} 
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, ( Co  s.  P -*■  tcr:  Sifi*  • ^ I ( Cos»  wt  ÿ -+  — - 1 Sin.  FIT  • \ 

mJ(f  -z=md<p- ' , 

Cos.  P -s- — 1 Sin.  P Cos.mp-*-  Sin  . m P 

c’eft  a.diTeymd(p—mJfy  équation  identique;  donc  &c. 


XCVIII. 


THEOREME  7.  Toutes  Ics  quantités  imaginaires  de 
quelque  forme  quelles  foient,  pouvent toujours  le  rédui- 
re a l’expreflion  M—*-nV — l,  dans  la  quelle 
Ibnt  des  quantités  réelles. 

Démonstration.  Nous  diftinguerons  toutes  les 
formes  polTibles  des  quantités  imaginaires. 

1.  Soittf—h^V^ — I,  une  quantité  rmagrnaire  & 
m r expo/ànt  réel  de  la  puiflance  — I )" , on 

pourra  toujours  réduire  cette  expreflion  a la  forme  M 

W-nV*— .1.  Fai  Tons  ^aa—^bb=.Cy  & cherchons  l’ an- 
gle 9,  tel  que  fon  Sinus  foit  =~  > & le  Cofinus 
il  eft  clair  qu'on  pourra  toujours  trouver  cet  augle 
<fy  quelques  foient  les  quantités pourvù  quelles 
foient  reelles.  Or  aiant  trouvé  cet  angle  9,  qui  fera 
toujours  réel,  on  aura  en  même  temps  tous  les  autres 

angles  dont  le  Sinus & le  Cofinus^  font  les  mêmes. 

Car  prenant  -n-,  pour  1’  angle  de  180’,  tous  ces  angles 
feront  9,  aT-t*9,  47r-t-9j<î7r— »-9,87r-*-9  &c. 

amc 
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aux  quels  on  peut  ajoutér  ceux  cy  — 2'»r— 1-9, — 

9 ) — * ^ —*•  9 > — 8 — V-  9 &C.  Cela  fupposc , on 

zarsL  a-¥b>/ — i = r (Cos.  9-+ V — i.  Sin.  9.)  & 
la  puiflance  proposée  ( a — yf  — i )"  = c"  ( Cos.  9 — h 
V — I.  Sin.9.)".  Or  (Lem.  prec.)  (Cos.9-+  V — i. 
Sin. 9 )■ =Cos. »» 9 — »•  V — - iT  Sin.»»9.  Donc 
V — I )"=f*  (Cos.>»9-4-  — I . Sin.  m<f.  ) & par 

confequent  en  feifantM'=c*.  Co&.m<f  ^ Sin. 

i»9,  la  puiflance  V — i)*  , fe  réduit  a la  forme 
M-^N\f  — I . 

2®  On  pourra  toujours  réduire  a Fexpreflion  M 

— 1,  toute  quantité  réelle  pofltîve,  (k>nt  1’ exptv 
lânt  eft  une  quantité  imaginaire.  Soit  <»,  une  quantité 

reelle  pofitive,  &w— ♦•«V"— i l’expofant  de  la  puiflàn- 
ce,  de  forte  qu’il  faille  cherchér  la  valeur  imaginaire 

de  Soit  fait  =*-+■/ V"^^, 

on  aura(w— ♦-»  V——  i )i./»r=X,.  (*— V^—  i)j &en  pre- 
nant lesdiflérences,  fuppofant  variables,  on  aura  — W 

nddJ'—i  dM-fd^y—i  xdit-t-j/df  t *dy—ydx\^ 
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^ I ; & égalant  feparément  les  nombres  réels  & ima- 

mdm xdx-*-ydjr 

ginaires , nous  aurons  ces  deux  équations  — j-  — > 


XX 


nda<^_  ^ ceft  a direl£l  = 

0 \ XX  i * 

8c  en  intégrant,  mLa^L.  V , 


»» 


/dou  l’on  tire  = V xx-^^yjf  , 5c  nLa^  égal  a un 
arc  -<<rdont  la  tangente  eft— ou  — l^=Tang. «L. tf, 


dans  laquelle  égalité  L.a  marque  le  logarithme  hyper- 
bolique de  la  quantité  réelle  poliiive  a , laquelle  aura 
par  confequent  une  valeur  réelle . Prenant  donc  dans  un 
cercle  dont  le  raïon  = i,  un  arc  = on  aura 

a caufe  de  / 

= Sin.  nL,aj  les  quelles  valeurs  étant  fublHtuées  a 
la  place  de  *8c  y on  trouvera  —x-hy  V — i 

— Cos, «E. Sin. . Donc  la  quan- 
tiré  imaginaire  eft  comprife  dans  la  forme 

M N — I , puifque  eft  une  quantité  réelle  po- 
fitive . 

3 ® Il  refte  le  cas  d’ une  quantité  imaginaire , telle  que  a 
^ I ,elevée  a une  puilfance  dont  l’expolànt  foit  inu- 
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ginaire  m-¥n  I ; ce  cas  eft  aufTi  compris  dans  la  forme 

. w-t-nK—  t 

=a:-+-^ 


M-^NSf — I Car.  io\t  . 


on  aura  en  prenant  les  logarithmes  (»»—<-» 
^ — i)L.(a-4-bV — i)  =L{x-+/V — i).  Et  en 

prenant  les  différences  </.L(  J» — i )= 

XX -^yy 

f ^ ^ w ^aàa-^bdb')  ^ n ( ad  a~*~b  d b)  i 

’ am-¥bh 


tn  ^ a (i  A—*  b il  a — — i ni  adh'~^bdû'\  o i c 

— & en  égalant  fe- 

*iti  hb  aa  ^4-  bb 

parément  les  membres  réels  & imaginaires,  on  aura 

tn{a  d a -*■  b d b)  n (a  d b — bd  a)  x d X -*■  y d y ro(a  d b — b d a) 

- ~3  ^ TT 

XX  -*-yy  ■'  a a-*  b b 

Pour  en  prendre  les  inté- 


am  -*■  bb 
n(ad  a -*■  bd  b) 
sa  “+■  bb 


a a b b 
_ xdy — ydx 
XX  -y  y y 


grales,  foient  \f  aa—¥bb-=.  r,  & l’arc  A dont  la  tangen- 
XZ-—  9,  ou  bien  finus  9 & Cos.  9 =-,d’ou 

• C ' * C ^ 

t 

l’on  peut  toujours  trouvér  l’ angle  9 ; Car  fi  l’ on  fuppofe 
que  c = \f  aa—^bb^  nos  intégrales  feront  mL.c  — «9 
— m<f-i-nL.c-=zA.  Tang.  ^ , donc 


— c” f mettant  e pour  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  i.  ainfi  pour  trou- 
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\éx  les  valeufs  de  *,  & de/,  de  1’ équation  (4-4-fr 

V — ‘ I , aïant  posé  c = 

\[aa~^bb^  & pris  X angle  9.  tel  que  Cos.  9 = ^, 

& Sin,  9 =-^,  on  aura, 

U c'”e — **  Cos.  (m9-+»I,.f.) 

/ =:  c” e — ”*  . Sin.  ( m 9 — ♦-  » L.  r.  ) . 

Et  par  confequenl  — 1=(4— i-ft 

V— reduflibile  a la  forme  M-^N 

J 

De  plus  C les  expofâns  etoîent  eux  memes  des  puif- 
fances  dont  les  expofâns  fuflent  imaginaires,  Hs  fero- 
ient  encore  compris  Ibus  la  même  forme;  Car  fia,  /?, 
3' , font  des  quantités  imaginaires  de  la  forme  M-*-N 
* 

— I , la  quantité  a fcrolt  auflî  comprife  dans  la 

même  forme,  puis  que  1'  expofant  /3  efi  reduflible  a 
cette  forme. 

4°  Il  eft  évident  que  toute  fonflion  formée  par 
addition,  fouflraélion , multiplication  ou  divifion  d’au- 
tant de  formules  imaginaires  que  ce  foit  de  cette  for- 
me — I,  fera  toujours  comprife  dans  la  mê- 

me forme,  M—¥Nyf  — 1 . Car  qu’on  imagine  plufieurs 


I 


f 
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formules  imaginaires  a — — i ; S -f-<A  >/  — i ^ c -¥■ 

— I,  I &c.,  il  eft  clair  qu  en  ajoutant 

enfemble  ces  formules  , ou  en  retranchant  quelques 
unes,  l’exprelTion  qui  en  refultera  fera  toujours  comprife 

dans  la  forme  M— — i,  en  faiiant  a-4-3'— *-e-4- 
»=M,  8c  *-z— *-ô=:IV.  Il  n’  eft  pas  moins 

clair  que  fi  on  multiplie  deux  ou  plufieurs  de  ces  for- 
mules, on  aura  un  produit  de  la  forme M-4- N 
Car  le  produit  de  deux,  a-+/8  V"— - i &S'— fJ' V — i , 
etanta^- — /3<A-+-(a  ^ — I eft  de  la  même 

forme  que  — i,  laquelle  étant  outre  cela 

multipliée  par,  — i,  donnera  encore  cette  for- 

me 8c  ainfi  de  fuite.  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  la 
divifion . Il  eft  clair  que  ce  cas  fe  réduit  toujours  a une 

fraftion  de  cette  forme  , dans  laquelle  le 

c-4-d<^—T 

numérateur  8c  le  dénominateur  font  compofés  par 
les  trois  premières  operations , addition  , foultraflion , 
multiplication,  d’autant  de  formules  imaginaires  qu’on 

voudra  de  la  forme  M—^nV  — i,  or  cette  fraélion 
peut  toujours  fe  réduire  a une  autre  dont  le  dénomina- 
teur eft  réel,  en  multipliant  haut  8c  bas  parC — — i; 
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C -+ B O -4- ( B C — D ) ^'CTT 


car  alors  on  aura 
AC-fBD 


fant  M- 


CC-t-BD 


8cN=: 


CC-t-BD 

BC-^A  D 
CC  -f  B ü 


8c  en  fai- 


, on  aura  cette  for- 


me M-»- AT \/^ — I . 

50  II  eft  aulTi  évident  que  toutes  les  puiffances 
dont  l’expolànt  eft  ua  nombre  entier  pofuif  d’une  for- 
me imaginaire  A-¥B^f  — i , auront  toujours  k même 

ferme  — i,  puifque  ces  puiifances  fe  forment 

par  k .multiplication  . De  plus  puifque  k puilTIince 

— i)'  eft  contenue  dans  k forme  M-^Nsf  — i, 
fl  n eft  un  nombre  entier  pofitif;  k même  forme  aura 


lieu,  fl  n eft  un  nombre  entier  négatif,  car  {A-+B  s/ — 1} 


eft  = * — — , qui  fe  réduit  a k forme 

^ or  cette  forme  fe  réduit  en  multipliant 

M-fNy'—i 

haut  & bas  par  M — N\^ — i a cette  autre  • 

6°  La.  forme  generale  — i , comprend 

auffi  le  cas  de  N—o  & par  confequent  toutes  les  quan- 
tités réelles.  Donc  joignant  enièmble  par  les  quatre  ope- 
rations precedentes,  non  feulement  des  formules  imagi- 
naires de  la  forme  Af-+-ivV — ij  mais  aufli  des  réel- 
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les;  cette  forme  fera  toujours  comprit  dans  l’expreflioB 

Enfin  il  peut  arriver  que  ce  produit 
quoique  formé  de  formules  imaginaires  devienne  réel, 
les  imaginaires  fe  detruifant  mutuellement,  ou  rendant 

N=zo^  alors  le  produit  dea-*-/3  — i para  — ^V— i 

e(l  réel. 

70  Enfin  de  quelque  puiffance  qu’on  extraye  la 
racine  ou  d'une  quantité  réelle  ou  d’une  imaginaire  d^ 

la  forme  M-v AT  V — i , les  racines  feront  toujours  ou 

réelles  ou  imaginaires  de  la  même  forme  — i. 

Soit  m l’expofant  de  la  puiffance  dont  on  veut 
extraire  la  ratine,  de  forte  qu’on  ait  à confiderér  les 

m m 

valeurs  de  4 , ou  de  V , car  celle-cy  fe 

clunge  en  celle-la,  faifant  b=zo.  Il  faut  donc  démon* 

trér  que  — -i  ” eft  contenîi  dans  la  forme 

quelque  grand  que  foit  le  nombre  m. 
Pour  le  demontrér  foit  cherché  un  angle  9 tel  que  fà 

tangente  foit  ou  en  faifant  >/  a a— ¥bb:=^c^  foit 

^ a . ' 

pris  l’angle  9,  tel  que  fon  finus  foit  = ^,  & le  cofi- 

nus—  ^,onauratf-*»-^  — i =r  (Cos.  ç— 4- — i.Sin.?), 
puifque  Cos.  9=^,  & Sin.  9=^.  Car  ces  deux 
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exprélBons  font  identiques.  Or  il  eft  demootrf  (xcvil.) 
qu’une  puii&nce  quelconque  d’une  telle  ibrme  comme 

(Cos.9-+V^ — I.  Sin.9)”  eft  = Cosr  iwç-t-V — i» 
Sin  quelque  nombre  que  foit  m,  afiinnatif,  ou 

négatif,  entier  ou  rompû  ou  même  irrationel.  Cela 

X M X 

pofé  <Hi  aura  — 1)'"=  =5c"* 

( Cos.  - 9-4-  V — I. Sin.  - 9 )r 

Donc  pvulque  c-=.^ aa^bb  efï  une  quantité 
réelle  & pofitive,  & par  confequent  aufli  l’angle  9,  là 

partie  ~ 9 avec  fon  fînus  & fon  coHnus  lôtu  aulTi  des  quan> 

m 

tités  réelles.  Donc  {^a-^b  /ZTT)  ou  (Cos.^  9— V— i» 

m 

sin.  JJ  9)  V c , apparrienent  "i  la  forme  M-4*nV* — i. 
Or  m peut  marquer  url  nombre  quelconque*  Donc 

en  general  lexprelTion  a-¥b\-^i  , quelque  nombre 
que  Ibxt  wpofitif,  ou  négatif,  ou  entier,  ou  rompû,  ou 
même  Irratlonel , eft  toujotus  comprilè  dans  la  forme 

M-4-AtV — I*  Donc  par  l’énumération  de  tous  les 
cas  poftibles,  nous  avons  démontré  que  toute  expreflion 

-imaginaire  eft  reduélible  k la  forme  ilf  -+  .W  V •—  i . 

Theo- 
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THEOREME.  La  quantité  imaginaire  a-:±h\/ — i, 
dans  la  quelle  a,  Sc  b font  réelles,  peut  toujours  fe 

réduire  k la  forme  Cos.  V~:h  Sin.  — i . 

Démonstration.  Soit  pris  Tare  dans  un  cer- 
cle, d(Xit  le  rayon  eft  rz=.yf  aa-^bb ^ 8c  prenant  l’an: 
M dans  un  cercle,  dont  le  rayon  eft  l’unité,  on  aura 
Cos.  ?'=r.Cos.«  , & Sin.  ^^=r.Sin.«  , & par  con- 

lêqucm  a-t-b  ^ — i =r.Cos.«^  r.Sin.«  V*  — i , en 
fuppolant  que  les  arcs  V 8c  u font  femblables,  ou  d’un 
même  nombre  de  degrés.  Car  ft  l’on  prend  l’arc  V 

dans  un  cercle  , dont  le  rayon  r'=z^  a a -+b  b ^ 8c 
qu’on  faflé Cos.  on  aura  Sin.?^=:  V rr — (Cos.^^)* 

aa~^b  b — aa  b j 8c  les  arcs  étant 

femblables,  on  aura  i:  r=Cos.»:  Cos.  ^'=r.  Cos.« 
8c  i:r~  Sin.«  : Sin.  Sin.«.  Donc  r.Cos.«^r. 

Sin.»  = Cos,rr±  Sin.r.  C.  ^ F.  D. 

c 

Corollaire  i.  Lorfque  nous  avons  démon- 
tré que  toute  quantité  imaginaire , peut  fe  réduire  It 

la  forme  M-4-A'V— i,  M 8c  N ét.mt  des  quantités 

réelles,  oi!  doit  fuppofér  que  M 8c  peuvent  aufft 

R 
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etre  = o . Car  il  eft  évident  que  b\f  — ne  peut  • 

fe  réduire  ^ la  forme  N , à moins  que  l’on 

ne  fuppofe  M=o,  & N~b;  puifqu’autrement  dans 

l’équation  V — l = bV — i,  la  quantité 

réelle  Af,  feroit  égale  k l’imaginaire  b<^Nyf — i ; ce 
qui  eft  çontradiéloire. 

CI. 

Corollaire  2.  Puifque  nous  avons  démontré 
que  l’arc  u = =tp-^  . L (Cos.»  ^Sin.»  V — 1)> 
en  multipliant  de  part  & d’autre  par  r»,  on  aura  rau 
— L.  (Cos,  »^Sin.  » — i ) = L.  (Cos.  »:+ 

Sin.  » & ( Cos. »Z±  Sin.  » V — i ) 

= quantité  toute  réelle,  lorfque  r,  »,  « font 
réelles.  Or  la  quantité  M-I-NV  — i pouvant  tou- 
jours fe  réduire  k la  forme  r Cos.  » r Sin.  » V — i» 
on  aura  — — t-  — V"”"!  — - Cos.  Sin.  »V^  — i 

a-+b>/  — I,  en  feifant  a— y & b~^;  d’ok  l’on 

MWW»  1 19  " I 

tire  {a~\-bsf — i)  quantité  toute 

réelle  . Donc  lors  qu’on  dit  que  la  quantité 
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ï.  pgjjç  toujours  fe  réduire  k la 

forme  M-+nV— i,  quelque  foit  on  doit  enten- 
dre que  m étant  une  quantité  réelle  =-:±r»,  AT;  lent 

O y dans  la  formule  M-i-N  Sf—iy  cp>  quil  lâut  bien 
oblêrvér. 

REMARQ.UE.  On  peut  demontrér  par  les  princi- 
pes précedens  le  célébré  Théorème  de  M.'"  Cotes,  & 
quoique  nous  n’en  ftlTions  dans  la  fuite  aucun  ulâge. 
Nous  ne  devons  pas  omenre  une  propodtion  audl  iâ- 
meufe.  Soit  l’arc  fimple  A y le  double  Cofinus  ou  la 
corde  du  complément  de  cet  arc  x,  foit  l’arc  multiple 
nAy  dont  la  corde  du  complément,  ou  le  double  Co- 
nnus 2r,  & foit  le  diamètre  ar,  on  aura  le  double 
Codnus,  ou  la  corde  du  complément  pour  les  arcs  mul- 
tiples . 

oA—zr  "V 

iA^=»  m 

zA=n^-“Zr^  \ = 2cr”“* 

3r*x  ^ 

&c.  y 

Comme  on  le  déduit  aifément  des  premières  Ar- 

ticles de  ce  Chapitre,  & comme  il  cil  démontré  dans 
tous  les  Livres  de  Trigonométrie.  En  general  l’équation 
entre  h corde  du'  complément  de  l’arc  dmple  A,  & 
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SC,  celle  du  complément  de  l’arc  multiple  nAy  fera 


I 


X#  2 


•rV“^' 


r-2  c.  r 


Si  OQ  fubfUtue  dans  les  éqoatioos  des  arcs  multl* 
pies  l’expréflion  la  place  de  m,  on  aura  pour 

les  doubles  Cofiuus  de  oA^  2^,  3^,  Sec.  Ces 

autres  valeun  21',  *-+—,«*  **  -&c.  Il 

eft  clair  par  la  loi  de  cette  progréffion  que  pour  ex- 
primer le  rapport  entre  le  double  Cofmus  du  com- 

plemeot  »-*■  - de  1’  arc  A^  & celui  du  comple- 


n 

ment  d’un  arc  multiple  nAy  on  aura  »-+•—=  dt 

ou  Z*"  2cr"  * z’  — t-  r*”  = O.  Or  on 
voit  que  cette  équation  eft  compofée  de  faéleurs  ou  ra- 
cines,z-+- — Z,  z',  Z— — z"  8cc.  au 

nombre  de  »,  les  valeurs  *,  z',  z*  8cç.  dénotant  les 
doubles  Cofmus,  ou  les  cordes  de  complément  des  arcs 

A y A-^—y  A-^-—y  ^-4-—  &c,  2C  défignant  la 

n H 

circonférence  du  cercle,  5c  A l’arc  dont  le  multiple 
nA  aura  la  corde  du  complément,  ou  le  double  Cofi- 
nus  =2f.  Il  eft  donc  évident  que  l’équation  préce* 
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dente  cft  un  produit  de  trinômes  tels  que  zz-^xz-i- 
rrj  *z—  MZ-*-rr  8cc.  au  nombre  de  n maintenant 
foit  fait  (Fig.ÿ.)S'0  = *,  SA=^Vy  SP  leCofmus,  ou 

la  demicorde  du  ctxnpiement  de  l’arc  A By  ou  A^~Xy 
on  aura  OB*  =z  z*  ■—  xz  r*  ; dou  il  fuit  que 

l’équation  k*"  zp  2 cr*~'^  r*"  = 0 , eft  le  produit 

de  tous  les  quarrés  comme  OB*  . Ce  qui  donne  le 
Tliccweme  de  M/  Cote^.  Car  fi  on  fuppofe  dans  Té- 
quation  précedente,f=— r,  hypotefe  qui  renferme  que 
la  demicirconférence  efl  coupée  en  parties  égales  au 
nombre  de  »,  & par  confequent  la  circonférence  entiè- 
re au  nombre  de  2»,  les  *,  x',  &c.  donneront  les 

doubles  Cofinus  des  arcs  Ay  ^Ay  ^Ay  •j  A 8cc.  puifque 

dans  ce  cas  - = A.  Donc  les  produits  z*  ■— x*-**rr, 

az— x'z— i-rr  &c.  dénotent  les  quarrés  des  droites  im- 
paires OB]  ODy  OF  &C,  Si  on  éxtrait  la  racine  quar- 
rée  de  Z*"  ~ z"  — ♦-r*"  = o,  on  aura  z"  — r”  = 

OB  X OD  X OH  X OK  . De  la  même  maniéré 

faifant  dans  l’équation  — t-'c=-4-r,  ce  qui  emporte  que 
la  circonférence  entière  2C  efi  coupée  en  parties  égales 
au  nombre  de  »,  les  x,  x 8cc.  defigneront  les 
doubles  Cofinus  des  arcs  zAy  4.  A y 6Ay  %A  &c.  puifi 
que  dans  ce  cas  >f=o,  ou  fi  Ton  veut  = — • le  Go- 

9 
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finus  de  l’uii  & de  l’autre  étant  — t-r.  Donc  les  pro- 
duits trinômes  %z  -hxz-hrr  &c.  dénotent  les  quarrés 
des  droites  paires  OC,  0£,  O G &c.,  & en  extraiant 

la  racine  quarrée , on  aura  si’*  — t-r"  = OC.  OE,  O Aj  & 

multipliant  enfemble  les  deux  équations  (»*-+»•’’)  par 

^ —r”  , on  aura  OC »OD  «V*  V*  OK, 

OA  équation  qui  renferme  le  Théorérae  que  nous 
nous  étions  propofé  de  demontrér. 
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CHAPITRE  IVa 

D»  Calcul  intégral  des  ftaBions_ 
taûonelles . 

CII. 

J^Jous  nous  propofons  dans  ce  chapitre  d’inté- 
grcr  abfblument,  ou  par  les  Tables  des  Sinus  & des 

Logaritlimes  la  fraélion  réduite  a lès  moindres  ter- 
mes, dans  la  quelle  P 8c  font  des  quantités  compo- 
sées, comme  ou  voudra,  de  confiantes  & des  puillànces 
de  X avec  des  expofans  en  nombres  entiers.  Nous  ne 
parlùrms  point  du  cas  ou  le  numérateur  Pdx  ell  en 
railbn  donnée  a la  difTérentielle  du  dénominateur  : 
car  nous  avons  démontré  (Art. XL.)  qu\ alors  l’intégra- 
le de  ou  de  eft  égalé  au  Logarithme  hy- 

perbolique de  multiplié  par  la  cooftante  ou  que 

cm.  . 

Il  eft  évident  dans  notre  flippofition  que  P8c^ 
peuvent  toujours  fe  réduire  a des  quantités  de  la  forme 
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de  B »"* —♦•C “4“  &c.  ) & de  E)c^—¥Fx^  — f* 

G*'— «-&C.  dans  les  quelles  y/,  B, C,£, F, G,  &c.  font 
des  confiantes  pofitives  ou  négatives,  & les  expofàns 
myn,py\yiA^v,&.c.  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zé- 
ro, de  forte  que  la  fra£lioa  rationelle  Pd»  pourra  tou- 

. , Ax’*Jx-*-Bx*dx-*-Cx^  dxtic. 

|Ours  être  exprimée  par  ■ = 

Ex^  F jd"  -*-Cx’  ■4-  &c« 

A x"*dx  S x^  dx 

« ' " ■ . - — ^ 

F*'' -+C*’-v&c.  E*'  -t- G*'-»- &c. 


■ ■ — v&c.  Car  s’il  fe  trouvoit  dans 

Ex^  F x^  -t-C  *’-t-  &c. 

P ou  une  puillànce  de*,  dont  l’expofànt  fut  un  nom- 
bre entier  négatif,  comme  on  le  rendroit  Éicile- 

ment  pofitif,  en  multipliant  P&^par  ce  qui 

ne  changeroit  point  la  valeur  de  la  fraflion  • 


Par  exemple,  fuppofé  que-^^=  — 


&c. 


Ex^  -t-  F* 


•&c. 


en  multipliant  le  numeratenr  & le  dénominateur  par 

— - Pdx  yf  **'-*•»-+ B -t- Sic.  . _ 

— ; « li  apres 


on  auroit = 


rx*-^”-+F»'-^^&e. 
cette  multiplication  l’expofam  etoic  encore  néga- 

tif. 
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lif,  on  pourroii  le  rendre  pofitif  par  une  autre  multi- 
plication. Mais  lors  qu’il  y a plufieurs  expofans  négatifs 
P ÂK 

de  X dans  la  fraflioo  , on  peut  les  rendre  tous  pofi- 

tifs  par  une  feule  multiplication;  on  n'a  pour  cela  qu’a 
prendre  le  plus  grand  expolânt  négatif  dex,  que  nous 

fiippoferons=— r,  & multiplier  par  x'^’’. 

CIV. 

Ou  voit  parce  que  nous  venons  de  dire  que  pour 
intégrer  la  fra£Uon  ^ trouver  lèparc- 


ment  les  intésraks  des  fra£lions 


Ax’"d* 

E f G x’-*  Su. 


, &C.  & d’ en  faire  la  fbmme  ; 

Ex*  -►  Fjc“  G x'-*-  Sic. 

ainfi  toute  la  difficulté  fè  réduit  a trouver  l’ intégrale 


de  la  fraclion  rationelle 


ardse 


Ex*  -4-  E x^-f-  Cx*-4-  &c. 


y dans  la 


quelle  le  numérateur  n’a  qu’un  terme  Sc  tous  les  expo- 
fans font  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou 

zéro.  On  peut  même,  en  fuppolànt  que  A e(l  le  plus 
grand  expofant  des  puiflances  de  x dans  le  dénomina- 
teur, faire  en  forte  que  cette  plus  haute  puiflance  x*  ne 

S 
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foit  multipliée  que  par  —h  i;  il  n’ya  pour  ce  la  qu’a 

divifer  le  numérateur  & le  dénominateur  de  la  fia- 

y' 


flion  par  le  coefficient  £,  ce  qui  donnera 


• i?dx 


» fj 


r»" 

E 


c»' 


Et  comme  la  confiante  ~ qui 


■Sk. 


multiplie  la  différentielle,  ne  fait  point  de  difficulté  dans 
l’intégration,  il  ne  $’agira  plus  que  d’intégrer  la  fraélion 

-,  dans  la  quelle  &c. 


rationelle 


tu. 


font  des  confiantes  quelconques,  & les  expofans 
v,&c,  des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro. 


C V, 


Lors  que  l’ expofknt  p , de  «»  dans  le  numérateur 

nefl  pas  plus  petit  que  l’expofànt  ^ de  la  plus- 
haute  puiffance  de  h dans  le  dénominateur  , il 

faut  divisér  le  numérateur  Jdx  par  le  dénominateur 

continuér  la  divifion  jufqu’a  ce  qu’ 
on  parvienne  a un  refie,  dans  lequel  l’expofant  de  la 
plu:  haute  puiffance  de  x fbit  plus  petit  que  A.  On 

x^dx 

partagera  par  cette  divifion  la  diférentielle 

» -^fx 
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en  deux  parties,  dont  la  première  fera  le  quotient 

m dx'-r-f»*  ^ * dx-^-(D‘c.^  & la  fécondé  fera  le 
refte  de  la  divifion,  dans  lequel  l’expofant  de-  U plus 
haute  puidànce  de  x au  nugierateur  fera  plus  petit  que 
A,  & qui  pourra  fe  réduire  a une,  ou  a plufieurs  fra- 


Aions  rationelles  de  la  forme  de 


»-f . 
ax 


X r 

X -►/X 


» t 


.Or 


r — - -T-  * 

on  pourra  toujours  trouver  l’intégrale 

f — 1 X I 

'wVfll »~x'-K  I — *■  ^ première  partie  ; & il  ne 

reftera^Iusqu’a  chercher  T intégrale  des  fraflions  rationel- 


les de  la  forme  • 


f*'“  dg 


» ~*’fg  -*-gx  -+  6-f. 


,ou  de 


X — * . 

» «'» 


' -*•/»  -t- O'f • 


puifque  la  confiante  c ne  fait  point  de  difficulté. 

Exemple.  Pour  trouver  l’intégrale  de  la  fraftion 


rationelle  ^ , on  divilèra  le  numérateur  par  le  dé- 


nominateur ; & on  aura  =xVx -+4</x— i- 

»*— 4 

iW* 

— ; par  confequent  S,  ^-4»-^-4.jL 

X —•if  J 
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C V I. 


Il  n’eft  donc  plus  queftion  que  de  trouver  T in- 


tégrale de  la  différentielle 


X Vr 


, dans  la 


quelle  tous  les  expofants  A,  /u,  »,  A— &c.  font  des 
nombres  entiers  ou  zéro , & A l’ expofant  de  la  plus 
haute  puiffance  de  x dans  le  dénominateur.  Nous  don- 
nerons premièrement  les  réglés  pour  intégrer  cette  . fra- 
élion^  lors  que  fon  dénominateur  eft  une  puiffance  ra- 
tionelle  d’ un  binôme  ou  d’ un  trinôme  du  premier  Sc 

du  fécond  degrés,  <omme  (x-+-^x)’,  ( ^/x-i— Axjf)*, 

(/»— +-^xx )" ,» (/*— h^x— hf X x)” , l'expofànt  w étant  un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  8c  a^b^c  des  confiantes 
quelconques  ou  zéro. 

Nous  fuppofèrons  en  fuite  que  le  denominateurx^-H- 

f x^—¥g  —^8cc..  étant  le  produit  de  plufieurs  puiflânees 
rationcUes  de  binômes  & trinômes  du  premier  & du 
fécond  degrés,  on  connoiffe  tous  fes  fafleurs;  nous  par- 

tagerons  la  fraélion  -t : — : — en  plufieurs  au- 

très  fractions  rationelles,  dont  chacune  o*  aura  pour  dé- 
nominateur qu’  un  de  ces  faéleurs;  8c  nous  trouverons 
les  intégrales  de  ces  fraflioos  par  les  réglés  precedentes , 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  IV.  ' 141 


Enfin  quelque  foit  le  dénominateur  g x'-l-ïcc. 

nous  cqgj^ttons  la  maniéré  de  le  refoudre  en  fa£leurs 
de  l’efpecc  que  nous  venons  de  dire;  par  ou  nous  au- 
rons le  moyen  d’intégrer  abfolument,  ou  par  les  tables 
des  fmus  & des  l(^arithmes  la  fraflion  rationelie  pro- 


, Pdu 

posée 

Nous  dîviferons  ce  chapitre  pour  une  piw  grande 
clarté  en  trois  articles. 


ARTICLE  PREMIER. 

Trouver  F Intégrale  d’une  fraflion  différentielle,  lorf- 
que  fon  dénominateur  eft  une  puilFance  rationelie  d*  un  bi- 
nôme ou  d’un  trinôme  du  premier  & du  fécond  degrés,  com- 
me (<*  X-+A 

F expofant  » étant  un  nombre  entier,  pofitif,  ou  zé- 
ro, & f des  conftantes  quelconques  ou  zéro. 

CVII. 


PROBLEME.  I.  Trouver  F intégrale  de  la  fraélion 


•dx 


■ ^ ai(.  b eunt  des  conÜantes  quel- 


rationelle  — 
conques . 

En  fuppofant  4— t-ix  = 2,  on  aura  x 


, dz  O (? — xY'dz 

</x  = -,  oc — 


t ’ 

, dont  on  trouvera 


x” 
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l’intégrale  abfolument  ou  par  les  logarithmes ^ en  de* 
velopant  la  puiflànce  (z — comme  oci^^’ avons 
déjà  démontré  (Arc  lxxvl). 

CVIII. 


PROBLEME  II.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 
retionelle 1’  expoCmt  m étant  plus  petit  que 

ou  que  r expofant  de  la  plus  haute  puiflânce  de 
K dans  le  dénominateur  développé. 

Puis  que  — ~ — - — — — > la  fraélion  pro- 

posée  s’  intègre  par  le  problème  precedent , loifque  l’ ex* 
pofaut  w»,  n’eft  pas  plus  petit  que  p;  & fi  w eft  plus 

petit  que  en  fàilânt  p-^m=zqy  on  aura  — ***  — 

(*-*-4*)* 

d t 

= . Or  cette  fraélion  fe  réduit  a la  forme 

de  celle  du  problème  precedent , en  faifant  * = -y  =e 


: Car  ou  trouve  par  cette  fuppofition , d»:=  — 

pr  confequent  — = 

. ^ — él  fiaétion  de  la  même 


4 
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forme  que  celle  du  problème  precedent,  & qu’on  po- 
urra intégrer"  de  la  même  maniéré  ; puifque  ^ « étant 

des  nombres  entiers  pofitifs,  1’ cxpofant  q-^n — z fera 
aufll  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  Donc  &c. 

CIX. 

Corollaire  I.  La  frafUon  rationellc. 

(ot-4-4»»)* 

= — — , eft  la  même  que  — , en  met- 

*•(4 -♦•**)• 

tant  n au  lieu  de  ^.dans  celle-ci;  on  Tintée  donc  de 
la  même  maniéré. 

C X. 

Corollaire  II.  Puifque  pour  réduire  la  fraéUon 
"■  k la  forme  — —y  il  faut  fuppofér 

n = ~ y ou  / = ; & qu’en  fuite  pour  intégrer  la 

fraélion  — par  le  Problème  I.  ; il  faut  encore 

fuppofér  ay-i-b  — Zy  ou  on  abrégera  le  cal- 
cul en  fuppofant  cT abord  - = , ou  * =r  -L_  = 

1 ‘ X a « — O 

a(z — 6)~~'  ; d’ou  Ton  tirera  J»—-^adz(z — b)~*  , 
*’=:/»’(* — b)~^  y a-b-b 3(z=az{%—b)  *,  (rf-fi»)" 
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qu’ott  im^rera  par  le  Problème  l.”  en  developant  U 
puiflancc 

C X I. 


Lemme.  La  fraaion  rationelie 


, dans 


k quelle  P 8c  q font  des  nombres  entiers  pofitifs  quel- 
conques 8c  la  confiante  a pofltive , ou  négative,  peut 
toujours  fe  réduire  ^ la  fuite  finie  desfraaions  rationelles 


J* 


P adx 


a'dx 


(»*-»- 4)*  (**-►-»)*-*-* 

sUm 


Jlînl  — 

1.»  ’ (**-4-  «)'■♦* 


> . Z . 


(:r* -4- -)»-*• 


-&Cr 


Demonstratign'  . 


x^Jx 


= d; 


nd  X 


XX  -*■  X 


= </je 


( conféquent 

X-^  = 


x*dx 


-■=dx  X 


— ^y,  ^^=.dxx^_ 

\ xx-t-xj  (»»-►«)'  ** 


X 

X-H-i» 


X-il-x  — — à* 

^ xx-<-»  ^ xx-t-x  \ {xx-*-x  } ’ 

f I _ * Y • Scc.  par  ob  l’on  voit  évidemment 

qu’en  faifant  pour  abréger,  = on  aura  géné- 
ralement = </  * f I — J Y . Or  on  trouve  par 

le  bi- 
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le  binôme  de  Newton  =</x — 

p.p — I a*die  p.p — Ip — 1 m^dx  - _ x**dx 

1-£— y &C.  Donc 

1.  1.  I.  1.  J £>  ( * X 

___  x*^dx  x^^dx  dx  pxdx  p.p — I 

(xx-«-x/  X A*. b’  *B’  ••  * 

»*dx  p.p — t.p — ï x».^x  „ . 

. ■H-&C.,  fuite  qui  nuira,  comme 

le  binôme  de  Newton,  au  terme  dont  le  coefficient 
deviendra  zéro.  C.  F.  D. 

CXII. 

Corollaire.  Lors  qu’on  aura  trouvé  l’intégrale 
de  la  fraélion  ^ ^ dans  laquelle  l’expofant  »,  eft 

un  nombre  entier  pofitif  quelconque;  on  pourra  auffi 
trouver  l’intégrale  de  la  fraélion  rationelle  — 

® (XX.4.4/-M’ 

qui  ell  égale  a une  fuite  finie  de  fraélions,  qui  (ont 
chacune  de  la  forme  de  la  fraélion  — — , en  fub- 

(xx-+x)'  ’ 

(lituant  au  lieu  de  »,  les  expofans  9-4-2, 

9~f3  &c.,  & en  multipliant  par  une  confiante  donnée. 


CXIII. 


PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 

Jf”*  dx 

rationelle  ^ ^ dans  la  quelle  fexpofant  m eft 
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un  nombre  impair  plus  petit  que  2»,  les  conftantcs, 
8c  b ayant  des  figncs  quelconques. 

Puifque  m eft  un  nombre  impair,  nous  le  pou- 
vons fuppofer  =:2/>— <-i,  p étant  un  nombre  entier, 


DU  zéro,  & la  fraflioa 


ia^ixxy 


iera 


x'f—'dx 

[TZTTTy 


*•'  X 

(«-<-£  XX  )' 


Or  en  faifant  a-+bxx  — %y  on  aura  xx 


T fiz 


x'^-^-’dx 


( e X J 1 - Q X £t  X 

* ^ = , xdx=z , & — - 

’ 6 ^ (a^ixxy 


b* 


, différentielle  qu’on  peut  toujours  inté- 


— b » 

( e— « X 5 

ly-*'  ?• 

grer  abfolument  ou  par  les  logarithmes,  comme  dans 
le  Problème  L**"  Ç.  F.  D. 

Exemple  . Si  l’on  veut  intégrer  la  fraflion  : — — , 
on  la  comparera  avec  la  formule  generale  — — ; 

( 4xx  -+  a )’ 

8c  on  aura  2p~+i—^^  P — w=2,  b=zi^  a = 

x'dx 


;=2:x*— t-l.  Donc 


X I 


1 J — T , 

^Zdz  -f^dz  J dz  J dr  i 

! = dont  y Intégrale  eft-' 


2 % ^ 

Z 


1 
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HZ 


CXIV. 

PROBLEME  IV.  lûtcgrcf  la  Ihiflion  ratioaelle, 

— , P étant  un  nombre  entier  plus  petit  que 
(/»  -*-4**)" 

OU  zéro,  & les  confiantes  a.,  b ayant  des  fignes 
contraires . 

Dans  cette  fuppofition,le  dénominateur  fera 
OU  a)*;  orx— ^(x*— »*=: 

-+^(xx— j);  &en  faifant  ^ = rr,  la  fraflion  propof^e 

fera  -+  . Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’ in- 

tégrer  la  fraftionr± ’LJJL — _ ou  ’LJJL — - car 

b\xx-rr)'  (,x  — rr)' 

la  conflantet±^  ne  fait  point  de  difficulté  dans  T inté- 
gration .'En  mettant  p-\.q  a\x  lieu  de  » dans  la  derniè- 
re fraélion,  elle  deviendra lÜL & celle-ci  fe  re- 

(»*  — 

duira  a la  fuite  finie  — f — 

(*x  — rr)’  (x*  — I.  s. 

T*  dx  ».  B — l,  P — X r*  dx  O 

— {.!£ L .«4.&C.;  en  met- 

(xx-rr/-*-*  I-  »•  Z-  (xx  — rr)»-H 

tant — rrau  lieu  de  a dans  la  formule  du  Lemme 
(cxi.).  Il  n’efl  donc  plus  queflion  que  de  l’ intégration 
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de  chaque  terme  de  cette  fuite  pour  avoir  celle  de  la 
jfraflion  proposée.  Or  chacun  de  ces  termes  fe  réduit  a 
Ad$ 

U forme  de  , q & m étant  des  nombres 

entiers  pofitifs  ou  zéro,  & A une  confiante,  il  ne  nous 
tefle  donc  qu’a  chercher  l’ intégrale  de  — • ■ , 

(*»  — rr)*"** 

Or**  — rr  ~ (x  — r)  X , par  confequent 

(**  — ^ foppo*. 

faut  X — r=*,  on  aura  dx=idzf  x-i-r=z-^-2ry  la 

fraflion  — = — , 

(»  — H-*,) 

qu’on  intégrera  par  le  problème  2.  C.  F.  D. 

CXV. 


Corollaire  . Si  dans  la  fiaélion 


4 3t 


ixx  — rr) 

on  fuppofe  dabordx=r  en  faifant  les  fubfti- 


tntions  ncceflaires,  on  trouvera 


4x 


; car  puifque  x = z—t-r,  & que  pour 
Jz 

, a la  forme  du  pro- 


réduire  la  fraélion  , _ 

bleme  i."  il  faut  fuppofer  z =^“‘,  ou / = *”■%  d’ ou 
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il  faut  encore  fuppofer  i -+  2 r/  = » , d’ ou  l’ on  tire  y 

" — « * * O 

= = — ; on  aura  * = , « » — h r = « = 

-ÎI_H-r=:  — = k(î:^V  & enfubftituant  — au 

•—1  4<-^i  \#<— 1/  zr 

lieu  de  y dans  la  fraftion  — ü , elle  devient 

( X -t-  2 r/ )»“*•■* 

Exemple.  Pour  trouver  l’intégrale  de  la  fraflloti 
— — , on  la  réduira  d’abord  pr  la  formule  duLem- 


me  (Art.  I.®")  a ces  deux  fraflions  h r. 

r intégrale  de  la  première  S.  ■ — — 

° ‘ XX I X « -*-i  4 

L ( X — I )— ~L.(x— i-i).  Pour  trouver  1’  intégrale 

de  U fécondé  ftaBion  on  la  comparer,  avec 

dx 

la  formule  generale  : & on  aura  2 = « 

^ (»x  — rr)  ^ 


la  formule  generale 


a-t-m,  r—  I , & en  faifant  x = ou  »=  — ^ on 

H I X I 

—</»(«- —«/«(«— x)» 

aura  ■ — ^ . — i 1— 

(*»—!)*  8** 
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iiu 


— u'du-t-tuJu — du  —du  ^ du 

8«*  ® S» 


— , dont  r Inté- 

t ’ 


erale  eft — 4 • E- « • En  mettant  au  lieu 

O 84 

, _ dx  *»^*^"*'*\  * — * 

de», 

^(îü>=:-t.(, i.L.(*  — i)— --Ï— 

8(x— I)  4 ''  ''  4 ^ 

„ ^ x*d  X _rf*  _ dx  ï, 

(xx— i)‘  XX  — I (XX— IJ»  4 

(*•— 1) ^L,{x-»r  £»(*-+-  I ) ~^Lr{x 1) 

— 

2(XX— 0 + * Xixx—X). 

= - • 

4 \X-*-I  / l(xx j) 


CXVI. 


PROBLEME  V,  Trouver  l’intégrale  de  la  fraflioii 
rationellc  — , p étant  un  nombre  entier  quel- 

\a  -^bx  ) 

conque  pofitif,  ou  zéro,  n un  nombre  quelconque  entier 
pofitif  plus  grand  que  p;  & les  conftantes  a^b  ayant  les 
mêmes  fignes. 

Puifque  a-4-^ **  = (xx-+-r r)  en 

4 

lài&nr  “=rr,  on  aura  (<x— *-rr)”  , 
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i"(xx-*-rr)*  i\xx  -t-rrŸ~*-* 


en  fai- 


fant  p—hq  = n,  D’ou  il  fuit  que  pour  intégrer  la  fra- 
élion  propofée , il  fuffit  qu’on  lâche  intégrer  celle-ci 


« — t-il . Or  la  fraélion  ï—ll = — 

(xx -+ rr/ (xx rr/ "*■  * (xx-hrr)’ 
P 9^  ti  X 

^ — — &C.,  en  fubftituant  -+  rr  au  lieu  de 

(xx  -*-rr)*"*"* 

dans  la  formule  generale  du  Lemme  (Art.  cxi.)  Il 
ne  nous  relie  donc  qu’a  trouver  le  moyen  d,’  intégrer 

toutes  les  fraélioas  de  la  forme  , dans  la  quel- 

(xx  -*■  rr)* 


le  m ell  un  nombre  entier  pofiiif  quelconque . - Et  puis 
que  s étant  un  arc  de  cercle  au  rayon  r 8c  dont  la 

tangente  ell  *,  on  a.  ds  =.  comme  nous  l’a- 

^ ’ XX  ^rr  ^ 


vons  démontré  ailleurs; 


ds  d X 

rr  X X r r 


& 


s. 


d X d X 

. Il  nous  relie  donc  a intégrer  la  fraélion » 

XX-frr  O (xXH-rr)» 

lors  que  m ell  plus  grand  que  1’  unité. 


S. 


d X 


(xx-*-rr)"  irr(n»— i)  (xx -<-rr)' 


(tw—  I ) 
xrt{m  — i) 


S.  — , puis  qu’  en  prennant  les  différentiel- 

(xx-4-rr)'"— « ’ ^ ^ ^ 

les  de  pan  8c  d’ autre , on  les  trouve  égales . On  aura 
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donc  r intégrale  S.  — — , lors  qu’on  aura  trouve 

® (XX -♦•rr)'"  * ^ 

S. r~~7  : de  même  on  trouvera  celle-ci  lors 

(xx-t-rr)^~ 

qu’on  connoitra  S. *■  ; & ainfi  de  fuite.  Or 

^ (xx-hrr)"-*  * 

comme  »»  eft  un  nombre  entier  pofitif  plus  grand  que 
l’unité,  en  retranchant  fucceflivement  les  nombres  1,2, 
^,4,5,  iScc.  de  f expoiânt  on  parviendra  enfin  a 

r intégrale  S.  = — , d’ ou  on  remontra  fuc- 

(xx-t-rr)* 

9 dx 

celfivemcnt  aux  intégrales  fuperieurs  S. Scc, 

( XX  -*-rr  )* 
d X 

& en  fin  on  parviendra  a l’ intégrale  proposées.  | — . 

On  pourra  donc  toujours  int^rer  en  partie  abfolument 
& en  partie  par  la  rcflification  du  cercle,  ou  par  les 

tables  des  tangentes , la  différentielle  ; après 

(xx  -hrr  )” 

quoi  on  aura  de  la  même  maniéré  1’  intégrale  de  la 
fraélion  — — , & celle  de  la  proposée  — * — — . 

(xx-^-rr)'-^»  ^ ^ (x-<-éxx)' 

C.  ^ F.  D. 

CXVII. 

Corollaire  i.  En  fubftituant  w— i au  lieu  dew,' 
dans  la  formule  S. — — = 

(xjr-t-rr)'"  ï rr(m— 1 ) (xx  H-i  r)"— * 

-4- 
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-+-~^ — ~.S — , on  en  déduit  cette  fecon- 

2Tr{m — ij  (xx-t-rr)®  — • 

de  formule  S. — = 

(xx-frr)*— • zrr{m — 2)(xx-^rr)" — * 

* ^ fubftituant  de  mé- 

me  m — i au  lieu  de  «dans  cette  fécondé  fornmle,  oa 


aura  cette  ?*'"*  formule  S. = 

(xx-^rr)™-» 

X (jm  — jy  Jx 

2r.r(m— j).(xx-»-rr)*— » arr(m  — (xx -4.  rr)*— » ^ 

En  continuant  de  même  a fubftituer»i — i au  lieu  dew», 
dans  la  3«  formule,  on  trouvera  une  quatrième  formu- 

dx 

le  qui  exprimera  le  valeur  de  S. r & en  fub- 

^ (xx-*-rr)®-'  ’ 

ftituanm — i au  lieu  de  m dans  la  4=  formule  on  trou- 
vera la  cinquième  qui  exprimera  la  valeur  de 

Sr — , & ainfi  de  fuite . On  pourra  continuer 

iusqua  ce  qu’on  foit  arrivé  a la  formule  S^. — = — • 

' XX  ^ r r r r 

Mais  on  peut  abréger  ce»  formules,  en  exprimant  xx 
-t-rr  parrjOT — i,w» — 2,w» — j,»j — 4 &c.  par  A^A! ^ 
A* ^ A" Scc.  refpeflivement,  & 2m — 3,  im  — 3,2»j — 7, 
2w — P Sec.  par  Sec.;  & on  aura  la  table 

fuivante  qu’on  pourra  continuer  aifément  autant  qu’on 
voudra» 


V 
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Corollaire  II.  Puifque  par  la  formule  II.  on 

J,  X B’  - d X B 

_ O — 1 -H . S , on  aura  

trrAc-—*  ’ 2ttA 

r Jl_  — h S.  — ;8c  ca  fub- 

i.r-’AA  C”-*  A'*AA- 

ftituaiit  cette  valeur  dans  la  première  formule  S’,  —y 
î 1 — s.  » on  aura  la  formule  fui- 

~~irrAr-' 

dx  y £j[ 

vante  (K)  ^r*A.A.c — ‘ 
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*55 


— — S - . Mais  par  la  formule  III.  S*.  — * ^ 
4t*a.a-  f™— * ^ r—* 


B' 


d X 


B.  B' 


1 s. , par  confequent  - — ^ 

2rrA-r—>  i"'*  r—*  ’ ^ ^ A,t*A.A' 

M d X Bw  B X B*  B w B d x . 

S.~ — - = — H — ; 5^, : donc  en 

f*— ‘ ir*A.A.A-c"—'  S/A.AA-  c””— » 

fubllituant  cette  valeur  dans  la  formule  X , on  aura  ( £ ) 


Br 


B.  ffr 


r irr/fe*— • 


^t*A.A<r-'-  Zr‘A.A.A‘c"—^ 


St*  A.  A.  A'  e~— ' 

On  trouvera  de  m^me  par  la  formule  IV,  celle 

dx  X Br 


qui  fuit  (M)  S.  = 
B.ÿ.x 


Sr*A.AAc"—' 


+ 


xtrAe'"—* 
B.  B-.B'x 


-h 


4t*A.A’c’’—^ 
B.  B\  S*.  B" 


+ 


i6rA.A\A\A"c"’ — * 


-h 


lé/  A.  A.  A'.  A' 


d X 

s.  — . On  voit  fecilement  la  maniéré  de  trouver  les 

c".  — ■* 

autres  formules,  pour  former  la  table  fuivante,  qu’on 
peut  ailèment  continuer. 
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CXIX. 

Corollaire  III.  En  fubftituant  fuccéffivement 

dans  ces  formules  i,  a,  3>  4>  5»  de  »», 

on  forme  la  Table  fuivante,  qu’on  pourra  facilement 
continuer  autant  qu’on  voudra. 
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Exemple.  Pour  intégrer  la  fraélion 

on  la  comparera  avec  la  formule  generale  — , 

& on  aura  1^=4,  /»  = 2>  3> 

x*dx  ' dx  xdx  dx 


(**  -h  1 )*  * 

x^fdx 


(*«-•- O' 


: H 

*«-►1 


Or  on 


a* 

trouve  par  les  formules  du  Corollaire  III.'"'  S*.  = 

î arc  de  cercle  dont  le  rayon  i , & la  tangente  * ; 


•îS". 


Jx 


(xx-t-i)*  2(xx-t-r) 

4(xx-t-i)*-  8{.xx-i-i) 

X r 


■i; 


: S 


d X 


(xx.^1)» 


Donc  S 


x*dx 


(xx-hl)' 


-+■ 


î *■ 


XX-(-l 

SJf 


8 (XXH-I  ) 


4CXX-+1  / 8(xx-m) 


8 


4(,xx-i-i)* 


cxx. 


PROBLEME  VI.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraftion 
rationelle  , m Su  » étant  des  nombres 

(x-t-^x-t-f  xx)* 

pofitifs  quelconques»  a,  byC  des  confiantes  pofitives 
ou  négatives. 

Puifque  a— a— 4-c**  ^ cti 

y bx  bb 

faifant  , =*  on  aura  »«-+••- — *--  — =**, 

2 c ' c 4x« 
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J5P 


b»  bb  b* 

I =ZZ .X* 


« 

c c 

bb 


■ %X- 


bb 

4fr 


rf— »-^X— t-cx*  =C^Z  Z— I — ”477^’  <-cxx) 

^ Z Z -4-  ^ , d X =zd  Z ^ & en  fin 


= £•'  ^ Z Z -+ 
x”Jx 


{.-iy.dz 


(rf  -*»^jr  ^exx)" 


) 


C6  N"* 

Z——  j , on 

réduit  cette  fraftion  a une  fuite  finie  d’autres  fra* 
ffions  rationélles,  dont  chacune  a pour  dénominateur 

c'  ^ Z Z -t-  y — ^ , & qu’on  pourra  intégrer  fe- 

parement  par  les  Problèmes  précedens,  félon  que  la 

fera  pofitive,  ou  négative.  C. 


quantité 
F.  D. 


bb 


^CC 


CXXI. 

Corollaire.  Donc  on  pourra  toujours  intégrer 
abfolument  ou  par  les  Tables  des  Sinus  & Logarithmes 

x’*  dx 

la  fraaion  rationélle  ; , les  expofans  w, 

n étant  des  nombres  entiers  quelconques,  & les  con- 
fiantes c des  quantités  quelconques,  pofitivcs,  ou 

négatives,  ou  zéro;  car  les  intégrales,  que  nous  avons 
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trouvées  dans  les  Problèmes  précédents  font  toutes  des 
quantités  algébriques  Bnies,  ou  elles  fe  trouvent  par  les 
Tables  des  Sinus,  & Logarithmes^ 


ARTICLE  SECOND, 


Le  dénominateur  -H- —h  &c.  étant  le 

produit  de  plufieurs  puiilànces  rationélles  de  binô- 
mes y & trinômes  du  prémier  &.  du  fécond  degré  , 
dont  on  connoifle  tous  les  fâéleurs,  divifér  la  frafUon 

en  plufieurs  fraflions  rationélles 

chacune  des  quelles  n’aura  pour  dénominateur  qu’un  de- 
ces  faéleurs,  & trouver  les  intégrales  de  ces  fraélions 
par  les  réglés  de  l’Article 

cxxir. 


Préparation  pour  les  Problèmes  fulvans  . Nous. 


fuppofcrons  que  dans  la  fraélion  ratlonélle 


— , tous 


les  expofàns  de  8c  de  fes  fonélions  font  des  non> 
bres  entiers  pofitifs,  & que  l’expofant  de  la  plus  haute 
pulflànce  de  m dans  te  dénominateur  devéloppé  étant 
A;  Texpofant  de  la  plus  haute  puiflànce  de  » dans  P 
n’eft  pas  plus  grand  que  A — i ” autrement  il  faudroie 

divilêr 
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divifer  P par  ^ jufqu’k  ce  qu’on  arrivât  h une  reftc 
qui  eut  cette  condition,  comme  nous  l’avons  expliqué 
ci-defllis  (Art.  CV. ),  Nous  fuppoferons  encore  P~H 

&c -f-Tx’-*;  H,  A, 

L,  ikf,  T étant  des  quantités  confiantes  ou  zéro;  & 

(a-^bx) X (c-Wx)”*  X &C.X  (/-H^xx)”  X {h-^Kxxf 

X (^—♦•Mx-+-»x*  )’ X &C.,  c’eft  k dire  que  le  déno- 
minateur eft  le  produit  de  plufieurs  binômes,  ou 
trmomes  du  I.*'',  ou  II.®  degrés,  ou  de  leurs  puiflànces 
rationélles;  b,  r,  &c.  étant  des  confiantes 

quelconques  ou  zéro,  & les  expofàns  w,  w,  /»,  5',  &c. 
des  nombres  entiers  pofitifs,  ou  zéro. 

Pour  rendre  les  calculs  plus  funples,  nous  obfer- 

verons  que  a-^b  x = b^^  ; r -t-  «■  x = ^ ^ i 

(f-4-ff x)”*  =e”  -+x x x)"  —g”  ; 

& (S'-4.jL(,xH-»xx/=:»^  _(.  X X ; d’ou 

il  fuit  que  le  produit  (<7-4-ix)  X (c— t-ex)  X 

X {b~+KxxŸ  X (r-|-ax-f»xx/x&C.=:(^e’"//t^v’&c.) 

X Ct  -4-0  xCt-^o" 

X (t“**  ^“*'**)  X &c.  donc  fî  on  fait  le  pro- 

X 
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duit  confiant  be" g 8c  quon  mette  dans 

les  binômes,  & trinômes  les  lettres  a,  b^  c, 

a c f f>  * ^ fjT 

&c.  au  lieu  des  fraflions  y , “ j “J"  ? IT  ’ ’ » '■’ 

on  aura  X X (c— ♦-**) 

X X X &c.  & en  fuppo- 

fant  r=?  (<»-+•*).(/"*»-»)'”.  (c-H**)’  .(f-4***/  • 

P X 

&c,  on  aura  ^z=zN.F^  8c  -y^  = 
Il  fuffira  donc  de  chercher  l’intégrale  de  la  fra- 

N.K 

J qu’on  divifera  en  fuite  par  N pour  avoir 
Pd* 

l’intégrale  S. 

CXXIII. 

PROBLEME  I.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraaion 

-+-Mx»  -t-Cb-f....  -4-T x^~')dx^ 

rationélle  — jr  = “ (,-+x). -h*)- 
dans  laquelle  le  dénominateur  F nefl  compofé  que  de 
faaeurs  binômes  du  prémier  degré,  tous  différens  & 
prémiers  entr’eux . ^ 

PREMIERE  METHODE,  i.°  Suppofez 

B,  c,  E &c.  étant 

^ X ’^-4-X  r-4-» 

des  numérateurs  conflans  qu’il  faut  déterminer. 
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2 O Reduifez  toutes  ces  fracHons  au  même  deno> 
mlnateur  pour  avoir  P = ( ^ -+  <r  ).(  c 

&C.-+-5.  (f— hx),  (r-4'x).  &C.  — hC.  (a—hx), 

(^— t-x).  (f— t-x)&C.-4-JE'.(tf— ♦•x).  (^— 4-x).  (c— t*x)Scc. 

3“  Ajoutez  enfemble  tous  ces  produits  dévelop- 
pés en  prenant  pour  un  leul  terme  la  fomme  de  ceuxf 
dans  lesquels  la  lettre  x a le  même  expolânt,  & ega- 
léz  ce  terme  a celui  du  numérateur  P,  ou  x a le  mê-  \ 

me  expofant , ou  faites  le  égal  a zéro,  s’  U ne  fe  trou- 
ve aucun  terme  de  même  expolànt  dans  P.  Vous  aurés 
par  autant  d*  équations  fimples  qu’  il  y a de  numé- 
rateurs indéterminés  yff  B,  C,E,  &c, 

4 ® En  comparant  ces  équations , vous  determine- 
rés  les  diflérentes  valeurs  de  E 8cc.  que 

VOUS  fubftitueres  dans  les  frafHons  fcparées 1 

^ é*  -+*jr  à ^9 

C S 

-H 1 H&c. , & VOUS  aurez  T intégrale  S. 

c ^ M e -*-af  ' ° 

P fi  t mm,,m..rn»  ■ i i — 

—^  — A.L.a-^x-^B.L.b—^x—^C.L.  C-+-*  — f- £. 

Lu  t-x— 4-&C.  c.  P.  Dt 

Exemple  I.  Soit  P=(,»-+-x).(^— »-x),  &P  = 
H-^KxyHouK  pouvant  etre  zéro.  Car  P ne  peut 

etre  = H— hK  X— +- Lx*— *-&c.,  puifque  le  plus  grand 
* expofant  de  x dans  le  dénominateur  V développé,  ou 
dans  x^-+-4x-t-^x-t-x*  ,etant  2,  fon  plus  grand  ex- 
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pofaat  dans  P oe  peut  point  furpaûer  1’  unité.  On  aura 

, H-t-Kx  A B A(6-hx)-t-B(4-t-x) 

donc = — — — t- , = — ^ 

(s  ^»)  ,(6  -t-x)  X )> 

par  confequent  P=z.H-^Kit:=iAb-¥Ba-^(^A-\rB)x\ 
d’ou  l’on  tire  les  deux  équations  B j — 

-^B)x=zK  Xy  oü  A-^B=.Ky  & par  les  réglés  or. 

dinaires  ./^=: & B — En  fubftituant 

ces  valeurs  àaAS^  de  B dans  la  quantité  A.L,  a-^x—k- 
B.L,  b-¥x  on  aura  , /»  — t-  x — t-  i. 

b— a ’ a— b 

b-+x  pour  r intégrale  de  la  différeiuielle  proposée 

H^x  -t-  Kxdx 
(a-t-x).(^b-hx)  • 

Exemple  2.  Soit  F={a~i-x)  ,(b-i-x)  .(c~*-x)y 

8c  P H —4-  K X — I-  Ex*  = A.  ( b — t-  x ) . ( r — I-  x ) — t*  B. 

(rt-+x).(c-4-x)  —b-C{^a—hx).(^b  — 4-  x)  = . 

—H  Axx-i-Abx—hAbc 
—4-  Acx 

“4-  B X X -i-  B ax-¥  Bac 
-i-Bcx 

-4-  C XX  —4*  C ax  —i-Cab 
—hCbx 

On  aura  donc  ces  trois  equations^^r-4-Bc/r-4- 
Cab=zHy  A b-+Ac  — 4- B d ~4"  B c -4- C a -+C  b K j & 

^-4-B—4-C=E.  Pour  trouver  plus  facilement  les  va*. 
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leurs  de  A^B^C  multipliez  tous  les  termes  de  la  fé- 
condé équation  par  l’ indetermine'e  m , & tous  les  ter- 
mes de  la  3 « équation  par  l’ indéterminée  n ; & écri- 
vez les  négativement  fous  la  I ' équation  en  cette  fortQ 

A b c — f-  Bac  ~+  C a b — ^ // 

— A b m — B a m — C a m 
— A cm  — B c m C b m 
— An  — B n — C n ■=z  — L n 
En  fuite  pour  trouver  la  valeur  At  A ^ faites  B 
—•Bam — Bcm  — Ba:=o^  8cC  ab  — C a m —C  b m — 
C«=o,  par  confequeut c — Abm  — Acm  — An 
= H — Km — Ln.  Vous  aurés  par  la  I * équation  tfc-— 
am — cm=.ny  & par  la  II*  ab — am — bm=.n\  donc 
ac  — cm-=.ab — bm^  ac — ab  = cm — bm^  & en  divi- 
fant  par  c—b  y m 8cn  = ab —— aa ——ba=:—- aa, 
SubfHtuant  ces  valeurs  de  m&de»  dans  l’ équation 
•^Abm  — Acm — An  K m — L»,  on  trouve 

Abc  — Aba — Aca—t-Aaa:=H — K a-^LaayicA=:i 
H — K a -i-  L a a 

(4  — a),  (f — a) 

Pour  trouver  la  valeur  de  S faites  — Abm—» 
Acm — An~o  y Cab— Cam  — C bm— Cn=o  y & 
B ac — Bam  — Bcm  — Bn=zH—Km — Lw;  vous  trou- 

verés  m~byn  — — bby  & jB= • Enfin 

(a  — A) 

pour  trouver  la  valeur  de  C,  onluppoferaaf^c— 
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Acm  — An  h ac  — B a m — B cm  — B n & 

Cab  — Cam  — Cbm  — Cn=zH  — Km  —Ltf^  cequi 

J O ^ H-Kc-fLce 

donnera  W7  = r,  « — — cc.ocC— — — . 

En  fubfHtuant  ces  valeurs  de  A^ByC  danslaquan* 
tiré  A.L,  a~+x~^B.L.  b-^.x-+C.L.c—^x  , on  aura 
l’intégrale  de  la  différentielle  propofée 

HfK^L  étant  des  confiantes  quelconques  ou  zéro. 

Seconde  méthode.  Suppofant  toujours  P=:H 


x).(b~hx).(c~t.x)(e~i-x)8cc^^=~~+ 


B 

b -fM 


H — i^-t-Scc.,  par  confequent  P — A[h-\-x). 

(c~i-x).  &c.—fE (/»-+»).  (<•— »-»f ).  (e-^x), 

&c.  —h C{a-i-x),  (b ~+ x) . (?-+*)  8cc.  — 4- E ( i»  — X ) . 
(A  — »-x) . (c— t-x) &C.,  pour  determinér  la  valeur  de  A 

dans  la  fraélion  - — , nous  ferons  — — =.R-=z(b~^x). 


(f— t-x ). (e— t-x). &c.,&S'=S(r— 4-x).  (e— t-x) &c.-t- 
C(^'—*-x).(e-4-x) Scc.  — *-x). (r-4*x) &c. , d’ou 

lonureR(x-^-x)  = r,— ==-^ -V — 


O B ^ ^ 

&c. , & — 


R 

S 


e -y-X 


SP  e 

^ ~r  » 0“  “T  = "TT  » & 

» -«■«  R ^ R V d -*-x  ^ 
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= , a caufe  de  V=zR.(a 

a 4-4-*'  '• 


»).  Donc  la  quantité  P — • AR  eft  exaélemein  divifihie 
par  *-+/»,  puifque  le  quotient  de  cette  divifion  eft  S 
= B (c-4-*  ).  (^—hx)  &c.  — +-C(^-+x) . (f—hx)  &c.— 
&c.  J par  confequent  fi  l’on  confidere  la  quantité  P — 
comme  une  équation  dont  T inconue  eft  x , en  faifànt 
P — «^P  = o,  X— ♦•4=0  fera  une  des  racines  de  cette 
équation,  & en  fubftituant  ~ 4 au  lieu  de  x dans  la 
quantité  P—>AR^  elle  s’  avanouïra,  & on  aura  A R 

= P,  ou  A=z~.  Donc  pour  trouver  la  valeur  du 
numérateur  xf  de  la  fraflion on  n’a  qu’a  prendre 


JR.=  — - , 8c  fubftituer  — a aulieu  de  * dans  le  nu- 

4 -►  » ' 

P 

merateur  P & le  dénominateur  R de  la  fraélion 

R ^ 


P 

& on  aura  alors  A~  . On  opérera  de  la  même  ma- 
niere  pour  trouvér  le  numérateur  P de  la  fraéUon  ^ , 
en  prennant  R = - - - & en  fubftituant  — au  lieu 

P 

de  X dans  la  fraélion  — qui  par  Ih  devindra  égalé  a B ; 

on  trouvera  de  même  la  valeur  de  C,  en  fuite  celle  de 
E &c. , comme  on  le  voit  dans  la  table  fuivante. 
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Le  dernier  terme  T 'a  le  figne  — ♦>  lorfque  \ 
cft  un  nombre  impair  ; & le  figne  — lorfque  A eft  un 
nombre  pair. 

Trosieme  METHODE.  Puifque  la  valeur  de  A 

dans  la  fraélion  eft  troujours  -j- , en  fuppofautil  = 

y , » 

&en  fubftituant  — a 3.\i  lieu  de  * dans  PS^  dans  R, 

»-*-x  ’ 

ou  en  faifant  x-¥a  = o\  on  aura  aufli  A ^ ” I 

’ K(éi-i-x) 

, 8cAP=sP(a—t.x)^  dans  les  mêmes  fup- 

pofitions.  Donc  en  prenant  les  différentielles  de  part  Sc 
d’  autre,  on  aura  A<^P’=s(a-t-x').  dP—hPJx  = P^^x 
a caufe  de  la  fuppofition  de  x-+ Or  puis  que 

h»). (i— ***).  (c-+-x)  .(f  — hx)  &c. , on  zundV 
— </x  (^-^-x),  ( c-^-x  ).  ( r— t-x  ) &c.  — t-</x(<»-H-x). 
(c-t*x).  («—♦•*). &c.-H-dx(/7—*-x).  (i  — t-x)  .(  r— hx) 

&c» 
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&c.  (c~+.*)  8cc.=dx 

car/i-4-*  etant  = o,  tous  les  ter- 
mes dx  (a-i-x  ) , (c—f*).  &c.  , dx  (a-t-x) , 

(^-l-x).  (e^x)8cc.y  ou  le  faéleur  a—t-x  fe  trouve, 
s’evanouïflènt,  & il  ne  refte  que  la  difi'érentielle  i/x 
>(c~t.x).(e^x)  8cc,  — dy,  On  aura  donc  ^ 

Pdx P 

~~  dy  après  avoir  fublHtue' 

a au  lieu  de  x dans  le  numérateur  P & dans  le  dé- 
nominateur (^—t-M),(c-~t-x).(e—t.x)8cc.y  ce  qui  don- 
na — 

r a déjà  trouvé  par  la  fécondé  méthode. 

Exemple  I.  On  veut  trouver  l’intégral©  de  la  fra- 

comparant  le 

numérateur  (3 — ^x^)r/x  avec  le  numérateur  (H-¥Kx 

-4-Lx*-^M*î-4-Ô’c. -^Tx^-^)dx  de  la  formule 

generale,  on  trouve  H=3,X=:o,I.  = — .4,^=^,^ 
T:^o-y  & en  comparant  le  dénominateur  (i— t-x). 

( — avec  le  dénominateur 
»-x).(f— t-x).(c— t-x)  de  la  formule  ge- 
nerale, on  trouve  /»=  i ,^==— i ,r  ==  2 ,e=  3.  Sub- 
ftituant  toutes  ces  valeurs  dans  les  formules  trouvées  par 

la  fécondé  méthode,  on  trouve  

— *)-(S — x),(e—d) 

Y 
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î— 4 


î— 4 


-ïX‘X»  ia-6).{c-6j.(,e-6)  iXîX4 

—  . C — H-t-Lc* = — Ü,  8cE  — 

— 24»  J » 

, r=T  • intégrale  de  la 

(<1  — r).  (é— r).  (e  — f ) ÿ ° 

frafUon  propofée  =zA.L., 


3 -+*. 

Exemple  2.  Pour  intégrer  la  fraflion  rationelle 
— ^ ^ r*!*"""  ~ 2 il  faudra  réduire  fon  deno- 

minateur  a la  forme  du  dénominateur  (a-i-x).(l>-+x). 
(ch-*)  de  la  formule  generale  ; • ^ ^ 7 f a'"**  V'?  ^ 

' ' ° (4 -♦-X}.  (ô  -fx)  ,(r x)  ^ 


qui  eft  facile,  puifque  i — *“ — iX( — i— 1- 
3*=3.  (îH-x),  10— 5*  = — 5.  ( — 2-t-*);  & 
(i — *).  (<îH-3*).  (10 — 5*)  = i5.  ( — 1-+*). 
(2 -!-*),( — 2-»-*\  qui  a la  forme  requife.  On  aura  donc 

4xdx % x*dx  __  ( 4» -4.  ^ r’)J» 

(i— *J.(6-4-j»).{  10— 5 *)  ’iS  .(—I  -•-*).  (2  -<-*).(— 2 -►*)» 

& on  cherchera  l’intégrale  de  la  fraflion 

15.  On  trouve  H=:o, K=4,L=: 5;  a=: — 1,^  = 2, 
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„ „ . , H — K a-*- La*  o~4-4-«-t 

f = — 2:  dou  Ion  tire  A~— — :=— r;; 

— Kb-^-Lb*  __  —8-*- 10  — 11 

(^a  — b).{c  — b-)  __jX— 4 

—K,-^Le*  _-^-8-hîo_i8 —77  . „ 

(— 0.(^-0  iX4  4 

t-C.Lc— ♦-*= — 3.L.» — I — Lx— *-2  — 1-7. 

Z,  X — 2.  Donc  en  divHànt  pr  15,  l’intégrale  de  la 

fraflion  propofée  fera  — -£.x  — i ^.Lx— »-2— t- 

r r s »ï  15 

Zm  X 2 . 


CXXIV. 


Corollaire  I.  La  fraflion  rationelle  — p—  pourra 

toujours  s’intégrer  par  les  formules  precedentes,  lorsque 
fon  dénominateur  V n’aura  pour  fafleurs  que  des  binô- 
mes fimples  premiers  entr’eux,  ou  des  binômes  & tri- 
nômes du  fécond’ degré  aulTi  premiers  entr’eux  &redu£li- 
bles  aux  binômes  fimples;  tels  que  font  tous  les  binô- 
mes qui  ont  la  forme  dexx  — b^-¥b  étant  une  quan- 
tité réelle  & pofitive,  & tous  les  trinômes  qui  ont  la 
forme  de  x—g^  ou  la  forme  de  xx—¥fx—\rg 

pourvu  que  ff  foit  plus  grand  que  g ; f étant  dans  ces 

deux  trinômes  une  quantité  pofitive  ou  négative,  ^ 
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des  quantités  réelles.  Car  le  binôme  xh — 

V ^)x(* — V é);  le  trinôme  Mx-^rfx~—g:^Çx^ 


trinôme  = — g^  X 

(*-+“/— \Z* & \Z* 7 /-+geft  toujours 
une  quantité  réelle  lorfque  g eft  pofuive  ; mais 

— g n’eft  une  quantité  réelle  que  dans  le  Cas  de 


S y autrement  elle  eft  imaginaire.  Donc  fi  dans 

P ii  X 

la  fraéUon  rationelle— - le  dénominateur  (4-4-*). 

(^— t-x)  &c.  (■ — t-xx).(— — t-xx)6‘r.  • 

— ♦•xx) . (— L— l-wjx— +-xx)  (P— l-xx-4-xx)  , ^ nn 

étant  plus  grand  que  P dans  le  dernier  trinôme;  On 
pourra  toujours  intégrer  cette  fraélion*  par  les  formules 
precedentes,  en  &ifaot  les  fubftitutions  des  produits  des 
binômes  fimples  au  lieu  des  binômes  & trinômes  du 
2«  degré;  pourvu  qu’apres  ces  fubftitutions,  tous  les 
binômes  fimples  & réels,  dont  le  dénominateur  F fera 
compofé,  foient  tous  différens  & premiers  entréux.  Par 
exemple  fi  le  dénominateur Petoit  (2— 4-x)( — i-+-xx). 

( — d-H-x—t-xx),  on  le  reduiroit  a la  forme  requife  en 
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fubftituant  ( i -♦-*)(—«  1 -+*)  au  lieu  de  — i— 

& (3— l-x).(  — 2-H-x)  au  lieu  de  ( — H*— t-xx); 
& on  auroit  F=(2-^x).(  1-4-*). (— i-H-x). (3-+-x). 
(— 2-I-»),  quantité  compofée  de  binômes  fimples,  réels, 
& tous  premiers  cntr’eux. 

cxxv. 


Corollaire  II.  Lorfque  dans  la  fraélion  ratio* 


nelle  on  a fuppofé  ^ 


S‘ 

&c.  -¥■  —7,  jetant  composé  de  faéleurs,  qui  font  des 

binômes  ou  trinômes  irreduflibles  du  2*  degré,  ou  des 
puillànces  rationelles  de  différentes  fortes  de  binômes  ou 
trinômes  du  i «/  ou  du  2 « degrez  ; & S'  pouvant  etre 


exprimée  par  la  fuite  t-I,'**— HAr*’-4-&c. 

dans  laquelle  l’expofànt  de  la  plus  haute  puiflànce  de 
X,  efl  moindre  que  celui  de  la  plus  haute  puiflànce  dans 
le  dénominateur  on  pourra  toujours  detérminer  par 
la  fécondé  ou  par  la  troifieme  méthode  les  valeurs  des 
confiantes  indéterminées  S ^ &c.  ou  les  numéra- 
teurs des  fraélions  dont  les  dénominateurs  /»-t*x,^— »-*, 
c-H-x,  &c.  font  des  binômes  fimples  & premiers  entreux. 

Car  on  trouve  par  la  fécondé  méthode  ^=-^,  en  fai- 
fant  R= , & en  fubftituant— 4 au  lieu  de  a dans 
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P&  dans  en  falfant  & en  fub- 

ftituant  — h au  lieu  de  x dans  P & dans  R;  &c. 

Soit  par  exemple  P’=(x—»-x).(A— l-x).(c— t-xx), 
- f H-t-Kx  ASS' 

gf  __  — !■  !•  - I.  • 

y y a-^x  6-t-x  e-t-xx* 


on  trouvera 


par  la  fécondé  méthode 


H-t-Kx 
-<-»). (f  -t-xx) 


H— K a „ H—KÙ  P, 

^=(.->1. (,,»)’  î"'  cot>r.<iucnt 

H->-Kx H—Ka  H— K b S 

y (b — * (" — 4 ) . (e-i-A é ) . (à-h*  ) f-+**^ 

^ ^ H-hK*  — i4(4-h*)(f-h**)  — B(*-«-»)(f-h**) 

* — (*-4..K4-h*)  J 

lors  qu’on  aura  fubflitué  les  valeurs  trouvées  de  8c 
de  B dans  le  numérateur  de  cette  fraélion  , il  fera 
éxaftement  divifible  par  fon  dénominateur  (a-t-x) 
(A— hx),  & le  quotient  fera  la  valeur  de  S'  (ans  fra- 
élions,  ce  qui  doit  toujours  arriver,  puis  qu’on  fuppoiê 

dans  tous  les  cas,  que  la  fraélion  rationélle  ~ doit 


être  partagée  en  d’autres  fraélions,  dont  les  numérateurs 
foient  fans  frafUons  , & par  conféquent  de  la  forme 

K'x-t-i'x*  — hM'x*  — &C.  , dans  la  quelle 
H',  X',  JL',  My  &c.  font  des  quantités  confiantes,  ou 
zéro. 
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Corollaire  III.  Dans  la  fuppofitîon  du  Corol- 

P die  ■■  .— .- 

laire  précèdent  on  a l’intégrale  5".  — ^ L.  æ-h-*  H' 

B.  L.  b-+x  ’-^C.L.  c-k-x  -I-  &c.  -4-  S.  . Lors  donc 

qu’on  aura  déterminé  les  valeurs  de  J3,  C,  &c.  par 
le  même  Corollaire  , il  ne  reliera  plus  qu’k  trou- 

S d % 

ver  l’intégrale  de  la  fraélion  rationéllc  — ^ , S!  étant 

:=  H" -h  K'x -i- Lx*  -4-M'x^  — f-  &C.  & ^ étant  = 
; — . Ainfi  lorfque  le  dénominateur 

(«-►*).  (4-hX  ;.(  f-.-*  ) O'f.  ^ 

* P d X 

V de  la  fraflion  -p-  ell  compofé  en  partie  de  binô- 
mes fimples  et  premiers  entr  eux  , & en  partie  d’au- 
tres binômes,  ou  trinômes  irreduflibles  du  2*  degré, 
ou  des  puilTances  des  binômes  (impies,  ou  des  binômes 
& trinômes  du  a«  degré,  les  binômes  fimples  ne  fe- 
ront "^lus  de  difficulté. 

Remarque.  On  peut  appliquer  les  méthodes 

du  Problème  premier  k la  fraRion  —y  Ion  même  que 

fon  dénominateur  V a pour  lâéleurs  des  binômes  ou 
trinômes  irreduêlibles  du  fécond  degré . Il  n y a pour 
cela  qu’à  decompofer  ces  binômes,  ou  trinômes  dans 
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leurs  fa£leun  imaginaires,  & trouvér  en  fuite  par  les 
formules  du  Problème  les  indéterminées,  qui  doivent 
fervir  de  numérateurs  aux  fra£Hons  partielles,  & enfin 
prendre  la  fomme  de  ces  fraélions  . Si  l’on  a , par 
exemple,  = , — 77 on  fuppofera  , — -- 


A B C 

• — i — 1 ■ ■ ■— f-  > 

X -V  X X -t-  m 


en  fâifant  m=z‘sf  — c,  & — <m— — — c.  on  trou- 
vera en  fuite  par  l’une  des  méthodes  du  prémier  Pro- 
blème les  valeurs  des  indéterminées  5,  C;  celles 
de  jB,  & C contiendront  des  imaginaires;  Mais  fi  l’on 

prend  la  fomme  des  fraélions 


B 


1/  ' ' 

— ( M — y — c 

toutes  les  imaginaires  difparoitront,  8c  l’on  aura  une 
— — , F,  & G étant  des  con- 

sf  r -i-  A ' ^ 


fraRiou  de  la  forme 


liantes.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  fur 
cette  méthode,  qui  eft  fouvent  fort  embarafliuite  dans 
la  pratique. 


CXXVII. 


PROBLEME  II.  Trouver  l’intégrâle  de  la  fraflion 

ratiouélle  le  dénominateur  V étant  compofé  de 

binômes  & trinômes  irreduRibles  du  fécond  degré,  ou 
étant  =(/»-4-jf x) . (^— &c.  X (c-t-r*-t-xx) . 
(/-H^x-t-x»)  &C. 

PRE. 
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fuppofez  -— == 


a -t-  XX 


+ 


C-^Ex 
b -t-xx 


- t &C. 


-t-  F -t-G» 
c-^tx-t-xx 


r-4-c» 


—H  &c.;  A^B 


y 


C yE yF ^ &c.  étant  des  confiantes  qu’il  faut  déter- 
miner. 2®  Reduifez  toutes  ces  fraélions  au  même  dé- 
nominateur pour  avoir  P=  (^— hxx). 

(c— t-t’x— +-xx).  (y— t-^x-+xx)  &C.  —H  (C-4-£x).  (/» 
— *-xx).  (c— fex— *-xx) . {f-^gx-+xx)  &c.  — {- 
Gx).  (rt-i-xx).  t-xx).  (/— -+ 

G'x). ( <»— +-xx) . (^  — J-xx).  (f— X— f-xx)  &c. 

3?  .Développez  tous  ces  produits  & faites  en  la 
fomme  en  prenant  pour  un  feul  terme  tous  ceux  dans 
lefquels  r expofant  de  x ell  le  même,  & égalez  ce 
terme  a celui  du  numérateur  P ou  x a le  même  expo- 
fant, ou  faites  le  égal  a zéro,  s’il  ne  fe  trouve  aucun 
terme  correfpondant  dans  P.  Vous  aures  par  la  autant 
d’équations  fi  mples  qu’il  y a de  confiantes  AyByCyEy 
P,G,&c.  a déterminer  par  la  compraifon  de  ces  équa- 
tions, comme  dans  la  première  méthode  du  problème 
I.  qui  efl  la  même  que  celle-<i. 

Exemple  foit  — i-xx)  . (i— t-rx-f-xx), 

P=H-f-Xx-4-Ix*-l-Mx’,  & = 

• V a -i-  XX 


- — ^ ; pr  confequent  P=  (.<^-4-Sx).  (^-4-f X 

•■+  XX  ) -I-  ( C “+  Ex)  . (^a  -I-xx)  ■ 

Z 


Digitized  by  Google 


178 


Elemens  du  Calcul  intégral 
Ab  — t-  Ac  x—^Axx 

—¥ B bx—h  B ex  x—^  Bx' 


— *-Cxx 

r-^Eax  —4* Ex'  . 

On  aura  donc  ces  4.  équations  Ab^Ca=zH^Ac—^r 
B b~+  E a K.  ^A — B c — t-C  = B “+  E My  par  les 

quelles  an  trouvera 

H (A — a e—L  a [b  — «)— M a»  c 

jf  ■ - - ■ -.  ■ ■ • 

<rff-*-(A  — «)*  * 


B — 


— H c-t'K  (A-rii)  -#-L  (*(A—  a ) 

fict  b — a )* 


^ H{cc-^-a  — b)  — K c b — { -i- L6  {b  — a be  ^ 


E= 


acc  -*■  (A  — «)* 

Hf— A(A  — «)— Lof-t- M(«ff -►  AA  — A«)  ^ 
a cc  -4-(A  — «)* 


4 O Apres  avoir  déterminé  les  valeurs  des  çonftantes , 
AyByCyEyFyG  y Sec.y  00  Ics  fubUitucra  dans  les  frayions  fe- 
A -t-Bx  c -t-  F» 


parées 


>^xx  c~^ex^xx 


T-i-Gx  _ ç Pdx 

y «C.  ; & comme 


Adx-t-BxJx  Cdx-*-Exdi 
-f-t- 


Fdx-*-Cxdx 


a -t-x  X 
Adx  B xdx 


-•■XX 
G xdx 


"+• 


b -*-xx 
Cdr 


( -t-ex  -f-  XX 
E X d X F d X 


•&C.= 


c ex  ■■)■  XX 


■+  XX  b -t-xx  A 
+ &C..  On  aura  l’intégrale  cherchées', 


C -i- ex  -h  XX 

PJx 


en  prenant  lafommedes  intégrales  de  chacune  des  fraélions 
feparées,  qu  ou  trouvera  en  partie  par  les  logarithmes, 
& en  partie  par  la  quadrature  du  cercle  ou  par  les  tables 
des  finus,  comme  nous  l’avons  démontré  précédemment. 
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Dans  r exemple  proposé  on  aura— 


BxJg 


Cdt 


B»d» 


b-\-CX-t-K» 


-ex- 


- ; Or  on  Icait  que 


l’intégrale  de  la  fraflion  e(t  —,  S"  étant  un  arc 
de  cercle  dont  la  tangente  eft  * & le  rayon  V~ ; l’in- 
tégrale de  la  fraélion— *-^eft & ainfi 
des  autres. 

Seconde  Méthode  pour  déterminer  les^,5,C, 


E,FyG  8cc,  Suppofôns  toujours  P=H-t-Kx-hLx'-+- 
Mx^~i-8cc.y  V Afj()  ( b -f-x  *)  &c,  X (c-*-  ffx-f  xx) 

(/-t-^x-+xx)&c.,&4-  = 


A B X C“+Ex  F- 
H- 1 


■ Gx 


■+T h8cc.  Si  l'on  veut  déterminer  les  conftan- 

i-fgX  XX 


tes  ^ & 5 dans  le  numérateur  de  la  fraélion 


■Bx 


on  fuppolêra  R = 


(^-t-xx).  ( c-i-ex-4-xx). 


(/■-t*^x-l-xx)&c.&-^  = -^^^-t--^;  par  ou  l'on 
aura  (C-fEx).  (c-t-f x-J-xx) 

(f-^gx-*->of)-Scc.-*-(F-hGx).(b-hxx).  (f-t-gx-i- 
xx)&c.  “4'(i^'H-G'x)  f-xx)  (c— X— fxx)  &c.— f &c.  ; 
parconfêquentx-t-xxefl:  un  divifeur  exa£l  de  la  quantité 
P — R(^-i-Bx)'  donc  fî  on  confidere  cette  quantité 
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comms  une  équation  dont  l’inconnue  eft  ÇQ  failant 
xx-4-/»=o,  ou  **  = — ou  x = r±>/^ — fubfti- 

tuant  il  8c  en  fuite  — au  lieu  de  «dans 

U même  quantité,  on  aura  deux  équations,  par  les 
quelles  on  déterminera  les  valeurs  de  ^ & de  B.  Suppo- 
fons  pour  plus  de  facilité  m=z  & qu’en  fubfti- 

tuant  w au  lieu  de  « dans  P-—-R  (A-^Bx)y  on  ait 
l’equation P-~R{A-^B  w)  =o , & qu’ en fubftituant  —m 
au  lieu  de  x,  P devient/),  & P devient  r,  de  forte  qu’on 
ait  l’autre  équation/) — -ri^A — Bm)  = o,  on  trouvera 

par  la  première  équation  A-^Bmz=z  — ^ 8c  par  la  fé- 
condé S)w=:  ^ d’ ou  r on  tire  par  1’  addition  2 A 

—  P r -i-  t>  R . gj  pjj.  I3  fouftraflion  2 Bm^zz 

^ R r Rr  * ^ 

P r « P' — pP  J yf  Pr-t-pR 

4I  — A & 2 B =:  J ou  aura  donc^=  , „ 

R r m Rr  ' iKr 

B ~ ^ — . On  raifonera  de  même  pour  trouver 

Z m R r 

les  cmllantes  P 3c  G du  numérateur  de  la  fraélion 
■ , en  fuppofànt  jR=  , & = 

—  ^ ; par  ou  l’on  aura  P — R(F-4*Gx) 

= o,ou  P— *-Gx  = -^  en  fubftituant  au  lieu  de  x les 
deux  racines  que  donne  1’  équation  xx-t-rx—Hr^zo, 
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qui  font  » r-t- ?cx  = — • 

qu  on  peut  reprefenter  par  w & par  w , 

P 

On  peut  aufli  réduire  r équation  F— G*  = — a la  forme 

P 

de  l’autre  A-^Bxzzz--,  en  failànt  * = & en 

K a 


écrivant  par  tout  « e au  lieu  de  * dans  la  pre- 

miere  équation,  ce  qui  donnera  F'-+Ga  = — en  fup- 
pofaot  F'=F — ~ Ce, 

JP  A-t-Bn  T-t-Ct 

Exemple  . On  a fuppose  — 

& on  veut  trouver  les  valeurs  de  de  B,  on  aura  P 
= H— +-L*’— F=(/7— 4-**). 
xx\R=zc-^ex-^xx.&A=:  - '‘V’—  en  fubftituant»» 

=V^  — (J  au  lieu  de  * dans  P & dans  F,  & — m=z 
— — a au  lieu  de  x dans  pScr.  Or  par  la  i * fub* 

ftitutionP=H— 4-  Km— 4-L»j*-+-M»i^,F  = r— t-f  »»-+ 
rmn  ; par  la  2 f fubllitution  P~  H — Km-¥L  m*— • 
Mm^,r=^c — em— 4-mm;  par  confequent  Fr=:(H—i- 
Km-\rLm'-i-Mm^).  (f— 4-mm  — cm),  & pR=z(H 

X (c— 4-n»m-4-cm).  Lafomme  de 
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ces  deux  produits  Pr-+pR=2HÇc~hmm)  — iK  emm 
—l-zLwi*  ( — zMine.  LeproduItRr=(f—t- 

mm-+em)  , {c—i-mm — cm)  — (^c~+mmy  eem*  , 


Donc 


Pr-*-p  R H(c  -*~m  m'y  — Kem  m-*~ Lm  m (c-t-m  m) — M m * ^ 


zRr 


■mm  — eem:a 


=.A  & en  fubftîtuant  la  valeur  — a au  lieu  de  w»x,oa 

H(e  — «}-♦■  Kt  a — L»(f  — «> — Mmar 

trouve  A— comme  par 

(f — M)  -*-eta 

la  i«  méthode.  Pour  trouver  la  valeur  de  jB  = > 

on  fubfHtuira  m au  Heu  de  x dans  P & dans  R & — m 
au  Heu  de  x dans  p & dans  r;  ce  qui  donnera  Pr 

— — zHem-¥xKm  (^c-i-mm)  -’zLm^e—i- 

2Mm^(c~t-mm)y8c  2 witr=2»t(c— {-»»»»)*— 2 me" m* 

_ Pr — P R — He-*-K{c-*mm')—Lm^r-*’Mmm{c-*-mm') 

par  conre<iuent.^;pj^= 

— Kf-t-  K ( c — ar)  -t-  Lae — Ma(  e — a) 


(f — a }»  -t-ar* 


— Bj  comme  parla 


I'  méthode. 


CXXVIIL 


PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 

-ÿ-y  lors  que  Ibn  dénominateur  V renférme  des  puil- 

lànces  rationélles  quelconques  de  binômes  fimples,  ou 
de  binômes  & trinômes  reduéübles  aux  binômes  fimples. 
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Suppofons  . (c^xf . &C. 

les  expofans  /»,  »>  P des  nombres  entiers 

P 

pofitifs  plus  grands  que  Tunité;  on  aura 
H -y  A-,  L,;  ^ l’éxpofant  A étant 

(.»-(.>( (jre. 

égale  à la  fomme  des  éxpolàns  m -i-n  -+p  -¥  Bcc, 
lorfque  cette  fomme  des  éxpolàns  ne  fait  pas 
un  grand  nombre  on  peut  fe  fervir  de  la  prémiere 
méthode  des  Problèmes  précedens,  en  fuppofànt  — = 

H •••■-♦  G.*"* 

A"  ^B'x  *-C*  ~^'x*~'-t- Ü-e,  r'  *r 

-t- ; Car  reduifant 

toutes  ces  fraélions  au  même  dénominateur  & éga- 
lant la  fomme  de  tous  les  termes  des  numérateurs  dans 
les  quels  * a le  même  éxpofant  au  terme  corréfpondant 
de  P,  ou  a zéro,  on  aura  autant  d’équations  fimples 
qu’il  y a de  confiantes  indéterminées  B,  C,  £, 
G,  A\  B\  C y E y Gy  A"  y B“  y Cy  8ic.  y OH  déter- 
minera ces  confiantes,  & on  intégrera  en  fuite  chaque 
fraflion  feparée  par  les  méthodes  du  Chapitre  précèdent. 
Mais  comme  cette  j.«  méthode  efl  peu  praticable  lors 
que  la  fomme  des  éxpofans  w -f  « _+  p -+  &c.  efl  un 
grand  nombre;  on  pourra  dans  ce  cas  fe  fervir  des 
méthodes  fuivantes. 
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_ , . ..  PJm  Hdx  Kxdx  Lx'dx 

Premièrement  puifque  —p-=z— — ) 1 ^ 

+ — - , on  peut  chercher  fépa- 


+ 


Mx'dx 


•&C.. 


y y 

rcment  les  intégrales  de  chacune  de  ces  fra£lions,  & 
en  faire  la  fbmme,  qui  fera  l’intégrale  de  la  fraélion 

propofée  . Or  chacune  de  ces  fraélions  peut  fè 

réduire  a d’autres  fraflions  dont  les  numérateurs  font 
des  confiantes  & les  dénominateurs  font  ou  des  fà- 


éleurs  de  V : Car  = K 


K à» 


Kadx 


- Kxdx 
■>  — = 


Lx' 


( 4 -t.»)—*.  (é  -4- X 6-f.  ^ ’ (*-*■') 

Lxx  Lx*dx  Lrdx  Ltxdx 

»-*-4  ’ y .{c-Hx/Ü^c.  y ’ 

& chacune  de  ces  deux  fraélions  peut  fe  réduire  encore 


comme  la  fraélion 


Kxdx 


, & ainfi  des  autres.  Donc  la 


difficulté  fe  réduit  h l’intégration  d’une  fraélion  comme 

Adx 

A étant  une  quantité  confiante,  & ^ étant 


Adx 


ou  un  faéleur  de  V.  la  fraélion  

(x-fx)" . Ci-t-*)’ . {c-^■xY.  Crc. 

en  faifant  — j = (i — 


i -+»»  = ( I )/  ‘ = c — a.f  ) / ‘ 

fe  réduit  k celle-ci =~i; , — — 
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= — : . =r~- , fraélion  qu’on  pourra  en- 

— <./)  . — a.y).&c. 

core  réduire  en  divifànt  le  numérateur  par  le  dénomi- 
nateur, & en  fuite  par  les  fefteurs  du  dénominateur; 
jufqu’h  ce  qu’on  foit  arrivé  k des  relies,  qu’on  réduira 
encore  k des  fraélions,  dont  le  numérateur  ne  contien- 
dra qu’une  feule  puiflànce  d’un  binôme  limple;  & on 
trouvera  les  intégrales  par  les  méthodes  du  Chapitre 
précédent . 

/On  neuf  auffi  réduire  tout  d’un  coun  la  fra/lîon 


/On  peut  auin  réduire  tout  d’un  coup  la  fraélioa 

Pa» Hd  X -t- Kxd  X -t- Lx*  d X d X -t- &C.  r-  r- 

en  luppolant 

.6-f. 

a-¥x—y~^^  & en  fubllituant  par  tout  — y"' à y 
au  lieu  de  du  , (i — '»>')/”*  au  lieu  de  *; 
(i— — a,y)jT~^  au  lieu  de  K — ^-y)y~* 

au  lieu  de  c— «-x,  &c.  ce  qui  donnera  = 

X il-hc—0.yi  X 

fraflion  qu’on  pourra  encore  réduire  en,  divifant  d’abord 
le  numérateur  par  le  dénominateur,  ou  par  fes  faéleurs, 
& en  fuppolànt  en  fuite  i-^by  — ay=.u'~'- ^ ou^  = 

I g . — 


Exemple  . Pour  intégrer  la  fraélion 
■ , on  la  comparera  avec  la  formule  gc- 

(I -►*)*.(  *-r*)i  ’ ^ ° 
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, Hd  X -h  K g d» -*■  Lx*  d X Mx^  d X - 

nerale  , Sc  on  aura 

. ü'f. 

H=^Oy  /C=4,  L = Oy  a = iy  ^=Z2 , m = 2 , »=3, 

p=^o;  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  la  formule  ge- 
Dcrale  -rr=: — =r — 77— — ze-ur-; — — on  au- 

(l-t-i — a./)"  X (l-4-f — x-y)  . 


ra 


^xdx 


— 4r*  ( i—y)dy 


J ou  / = . Or  en  fuppofant  / — t- 1 = z , 

— 4>'  ( l—y)dy dz  — i6^*dz-t-iozdz  — Sdz 


on  trouve 


:4</z- 


Z* 

i 6d  ^ ^ 2fdz  — ^ ^ l’intégrale  cherchée 


zz 


io  4 4(*-l-2)  y T f * 

4 a — 1 = — idLl 1 — 

Z zz  X-^l 

ïo(x-<-i)  4(ir-f-i)*  r I n-  * * i-  i 

H , ea  lubltituant  au  heu  de  %. 

» -t-  î (XH-l)‘  * -H 

On  pourroit  aufTi  employer  cette  autre  méthode 

P 

qui  eft  afles  fimple.  Suppofant  y=:(a-+x)” Ry  k — =: 


A -*•  B\  -V  C’**-4-  E‘x*  &Cx ~~h  CV* 

(x-t-x)" 

facilement  qu’en  divifant  le  numérateur 


— , on  démontré 


C' -4- G «"  pr  les  faéleurs 

&c.  du  dénominateur  («— t-/»)" 
ou  put  toujours  réduire  la  fraélion 
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-4-C'**  -w  -4-  C'»"~ 


187 


4- 


B 


c 


a celles-cy 


4*  8cc 


G 


(*-+«)■■-*  (*  X-4-j’ 

dont  les  numérateurs  AfB^CyE^&c.G  font  des  quan- 
tités confiantes  qu’il  faudra  déterminer.  On  aura  donc 

P A B c r 

*T?  — h — ' • —J-  ' — ■ ■ — h “4" 

^ (*-4-^)*  (*-+-4)“-*  (x-»--.)"-*  (x-4--»)"-' 

G y 


d'ou  l'on  déduira 


X -t-rf  A ’ 

P P-  RA-RB(x-^.a)-RC(x-^J)*—R^x-*■ay—ri■e. . . . RGÇx-t-a)"  -* 

O M » ■'  ■■  ''  Il  I»  ■■■■■■■  .»»l|  III  I ^ 

Cx-t-x)’ 

Le  numérateur  de  cette  fraélion  ayant  l’entier  S pour 


quotient,  fera  divifible  par  & par  fes  fa£leurs 

( x-^a  )”~'8c.c.  & x-^-a.  Donc  fi  on  con- 
fidere  ce  numérateur  comme  une  équation  dont  x cft 

l’inconnue,  en  faifantP — RA—RB{x—^~a) — RC(x-^aY 

— RE[x-^a)^  — &C.....PG  (*-4-a)’’'“^  = o & qu 
on  la  divife  par  fa  racine  x-\-a—o  le  quotient  fera 
=■'»■>  ou  fi  l’on  fubflitue  zéro  au  lieu  de  x—¥a  dans  tous 
les  termes  ou  x-¥a  fe  trouve,  il  ne  reliera  que  P — RA 
qui  doit  etre  auffi  divifible  par  x-4-i/,  & le  quotient 
doit  etre  zéro.  Donc  fi  dans  la  quantité  P — RA^  on 

met-— au  lieu  dexon  aura  P-—RA=o^  & A—-^, 

apres  avoir  fubflitué  au  lieu  de  x dans  P & dans  R. 


i88  Elemkms  du  Calcul  inte'gral 
Ayant  ainfi  déterminé  la  valeur  de  la  conftante  fi 
on  divife  encore  l'equation  P — K A — RS(>«— *--») — RC 
— KE  (*—♦•/»)* — &c — -G  (x— = 

P — P /C 

par  *— on  aura , les  autres 

* ^ X ' 

termes — RC(x-^-/»)— RA(x— — &c — G (x 

s’evanouïflTant.  Donc  fi  on  fait en 

P' 

laiflant  x,  variable,  on  aura  P — RR  = o,&fi  = — 

après  avoir  fubftitué — a au  lieu  de  x,  dans  P & dans 
R.  De  même  ayant  ainfi  déterminé  les  valeurs  des  con- 
fiantes A S(.  B y fl  on  divife  encore  P — RB  — RC 
(x— ♦-<») — R — &c G(x— ♦•tf)”  * par 

P*  P B 

K’-^a-=:o.  on  aura  — RC  — R£(  x-f-/»  ) 

8^c G (x— = 0,  ou-^ — — RC=o  & en 

fiippofant  ^ — R'}  on  aura  P' — RC  = o&C  = 
P'  . . 

— , après  avoir  fubftitué— /t,  au  lieu  de  x dans  R & dans 
R.  On  continuera  de  la  même  maniéré  & avec  la  mê- 
me facilité  a determinér  les  autres  conftantes  £,P,G&c. 

cxxix. 

PROBLEME  IV.  Trouver  l’intégrale  de  la  fraélion 

P d X 

— ^ , lorfque  le  dénominateur  V a pour  faveurs  des 
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puidânces  rstionellcs  de  binômes  ou  trinômes  îrredu6U> 

P 

blés  du  fécond  degré.  Soit  — =s 

(x -♦•**)*.  (A -t-f* -►»»)" 

-4. 

A' -h  S'x-t-  C**  -*■£»’-*■  &c. . . . 

-*•  ex 

On  trouvera  les  valeurs  des  confiantes  indéterminées 
C ^(D’c.  par  la  i * méthode  des  pro- 
blèmes precedens,  en  reduifant  ces  fraélions  au  dénomi- 
nateur commun  & en  égalant  les  termes  correspon- 
dans  des  numérateurs,  pour  avoir  autant  d’équations  qu’il 
y a de  confiantes  a déterminer. 

On  pourra  fc  fervir  de  cette  autre  méthode, 

)*  P 

Suppofant  F=(/»-4-*a»)  .R,  & — =; 


-+rxt  -t-tà-e. 

{XX-t-M,* 


'■  "r”’  démon- 


tré facilement  qu’en  divifânt  le  numérateur  yT-t-jB'» 

-+-C'x*-+-£  jc^  — &C. — par  les  faéleurs 

(*x-4-«)”  (xx— !•/»)*”"*, (xx-+-/ï)"  ^&c.  & xx-l-x 


du  dénominateur  (xx— t-x)"  , la  fraélion 


ipo  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

A->-  B'X  -4-  C'*>  -t-  E x*  -t-  CÎ^f.  C'x’ 


(xx-4-a)‘ 

, . ,,  , A-t-hx 

duire  a celles-ci  

(«fx-^'»)“ 
ff-t-Kx 


peut  toujours  fe  ré- 

C -»•  F»  E G» 


&C. 


-4- 


(xx-t-tf)'-‘  (xx-t--»)'“* 

, les  lettres  5,  C,  £,  F,  G, 


iC'  ligniHant  des  quantités  conftantes,  ou  zéro.  Ou 
, P A -*■  B X C -1-  E X F-*-Cx 

aura  donc  = 1 1 — 

P (xx-*-j)'  (xx-t-.»)’-'  (xx 

Sec, -4-  — ; d’ou  l’on  déduira  comme  ci- 

XX  -t-.»  R ’ 

deflus  S= 


P-R(A-^Bx)-R(C-4-Ex).{xx-^a)~R(F-hGx).(xx-^,>)'-&c.^R(.H‘~^Kx).(xx-*-jy~’ 

(xx-f-;* 

fra^Hon  dont  le  numérateur  (cra  divifible  par  la  puil^ 
lance  (xx—t-a)"  8c  par  tous  fes  faéleiu^  (^xx—ha)”  *, 

( *x— M , Bcc.  8c  XX— i- a.  Donc  en  raifbnnant  com- 
me dans  la  demiere  méthode  du  Problème  précédent, 
fl  on  divife  le  numérateur  par  x*— 4-i7  = o,  fuppofition 
qui  donne  x=-+* vr=»;,  & x=— -V — «t=- — w, 

P 

on  aura  P — 'R{A^Bx)=zo  ^ 8c  A-t-Bx=  — , 
d’ou  l’on  tire  deux  équations  en  écrivant  fuccélTivemcnt 

m 8c  — w , ou  -+-V— »,  & -V—-»,  au  lieu  de  x 
dans  les  quantités  B x^  P 8c  R;  & on  déterminera  par 
ces  équations  les  valeurs  des  confiantes  A 8c  B ^ com- 
me on  a fait  ci-delTus.  Après  avoir  fubflitué  les  va- 
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leurs  trouvées  de  .4"  & de  5,  fi  on  divlfe  encore  par 
xx-ha—o  J l’équation  P — R(A-i-Bx)  — R(C-hEx) 
(*x— *-/») — R(F‘-Hjx)  (xx—ha)*  —’8cc,,..R(H'—t-K'x) 


(xx-t-a)”  ‘ , on  aura 

■/ 

les  autres  termes  dans  les  quels  fç  trouve  xx—hxy  s’é- 
vanouïflànt  par  la  fuppofition  de  xx— Si  donc 

on  fuppoie  - — — P"  en  laiiîant  x variable,  on 


aura  P — J^(C— 4-£x)=o,  & C— l-£x=:— , ce  qui 
donnera  encore  deux  équations  pour  trouver  les  valeurs 
de  C & de  £ en  fublUtuant  fuccéflivement  -+>w  & 
— -w  au  lieu  de  x.  Ayant  déterminé  les  valeurs  de  C 
& de  £,  on  divifera  encore  l’équation  par  xx-4<0=o  , 

Sc  on  aura  t-Gx)=o,  d’ou  l’on 


1 • 

tirera  l’équation  F x — — en  fuppofant  P"  = 

P —R(C  ^ Et) 

■ — , & on  déterminera  les  valeurs  de  F & de 

xx-ha  * 


G par  les  deux  fubflitutions  de  m & -—m  au  lieu  de 

X dans  l’équation  F— t-Gx  = — . On  voit  bien  qu’on 
peut  continuer  de  la  même  maniéré  pour  déterminer 
les  valeurs  de  toutes  les  autres  confiantes.  Il  eft  clair 
aufli  que  fi  au  lieu  du  binôme  xx— t-a  on  avoit  pro- 
pofé  un  trinôme  irréduélible  comme  t-rx— »-xx  ce 

feroit  la  même  folution;  puifque  le  trinôme  fe  réduit 
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au  binôme  en  faifànt  x = z—~c,  8c  en  fuWHtuant 

2 * 

par  tout  * — -^c  au  Heu  de  x. 

cxxx. 

Corollaihe  General.  Il  fuit  de  tout  ce  qui 
vient  d’dtre  dit  dans  le  cours  de  cet  Article,  qu’on 
pourra  toujours,  en  fe  fervant  des  méthodes  des  Pro 

P d t 

blemes  precedens , intégrer  la  fraélion  rationelle  — - , 

lorfque  le  numérateur  P étant  de  la  forme  H K x 

— JLx*  — 4-Hfx^ — V-  &C. , de  iâçoa  que  le  plus 

haut  expofânt  de  h foit  moindre  que  le  plus  haut  expo* 
lant  de  la  même  quantité  x dans  le  dénominateur 
ledit  dénominateur  V pourra  fe  decompofer  en  binô- 
mes fimples,  en  binômes  Sc  trinômes  du  fécond  dc- 
reduâibles  & irreduélibles,  & en  puiliânees  ratio- 
nélles  de  biuomes  fimples,  & de  binômes  & trinômes 
reduélibles  & irreduélibles  du  fécond  degré;  c’eft  a di- 
re lorfqu’on  aura  (x— t-x)  Scc.  (xx — b)  (xx— t-rx 

•^e)  &C.  (xx-t-y*^  (xx-+-_gx— t'/)&c.(»i-t-x)^&c.  (xx 
— »)*(xx-4-pX“«-^)‘^&f.  (xx-4-r)'(xx— h/x— »-r)*  8cc, 
Soppofànt  les  quantités  xx  — ^,xx— t-cx— t-e,  5cc.  rc- 
duélibles  aux  binômes  fimples;  celles  x x x x -t- » x 
— 4-/,&c.irredu£Uble'';  xx— »,xx-4-/>x— reduéli- 
blcs;xx-^-r,xx-^•/.^-^-r,  &c.  irreduélibles. 
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iP3 

ARTICLE  TROISIEME. 

De  la  maniéré  de  refondre  le  dénominateur  de 
la  fraflion  rationelle  en  faveurs  réels  d’ une  ou  de 

a. 

deux  dimenfions. 


CXXXI. 

Nous  fuppofons  toujours  que  le  dénominateur  j^eft 

un  polynôme  de  la  forme  x*' 

-\-Mx—\-N\  l’expofont  A étant  un  nombre  entier  polî- 
tif;  AyByCjM  des  confiantes  réelles  ou  zéro,  & le  der- 
nier terme  aufli  réel  & pofitif,  ou  négatif.  On  peut 

auITi  lui  donner  cette  forme  x^-^kcx^~^—hmc*x*''~* 
— t- qc~~' x^c^  y en  faiûnt  c' =:  JV  ; 

k — alors 

&c.  font  des  nombres  réels  & connus  que"  nous  appelle- 
rons les  coefficicns  numériques  des  termes  ou  ils  fc  trou- 
vent. 

CXXXII. 

Pour  trouver  les  fa£leurs  du  polynôme  on  le 
fuppofera  égal  a zéro,  & on  en  fera  une  équation  dont 
la  vaiirible  ou  l’inconnue  fera  x.  On  cherchera  enfuite 

Bb 
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par  les  méthodes  connues  toutes  les  racines  réelles  de 
cette  équation,  comme  & chacune  de 

ces  racines  donnera  un  fafleur  fimple  & réel  du  poly- 
nôme puifque  l’equation  fera  exaflement  di- 

vifible  par  * — a—o^  par  «— &C.  de  forte  que, 
fl  toutes  les  racines  de  l’equation  font  réelles,  le 

polynôme  fera  entièrement  decompofé  dans  fes  fa- 
fleurs  réels,  & fimples.  Mais  fi  cette  équation  a des 
racines  imaginaires  il  faudra  chercher  par  les  méthodes 
que  nous  allons  expliquer  les  fafleurs  réels  de  deux  di- 
menfions  qui  renlermeiu  toutes  les  racines  imaginaires 
prifes  deux  a deux, 

CXXXIII. 

THEOREME , Si  l’expofant  \ de  la  plus  haute 
puiflancc  de  x dans  l’equation  ^=zo  cft  un  nombre  im- 
pair, cette  équation  aura  au  moins  une  racine  réelle, 
& le  polynôme  un  fafleur  réel  fimple. 

Démonstration.  Soit  A=zm-+i,  & 

équation  a 

deux  variables  * &/,  qu’on  peut  rapporter  a une  courbe 
MBCM\  (fig.  lo.)  dont  l’abfcilfe  AP^x^  Sc  l’ordon- 
née correfpondante  PM— y . Si  dans  cette  équation 
y on  fuppofe  X ou  AP~o^  on  aura  l’ordonnée 
AB  ou  y — 'z^N  quantité  réelle.  Soit  premièrement 
AB  = -+  N quantité  pofitive;  Si  dans  cette  fuppoli- 
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tion  on  prend  pour  x ou  pour  AP  une  quantité  aflez 
grande,  pour  que  Jt***"^'  furpafle  la  fomme  de  tous  les 
termes  négatifs,  qui  peuvent  fe  trouver  dans  j^,  on 
aura  encore  pour  l’ordonuée  PMou  f une  quantité  pofi- 
tive;  mais  fi  on  prend  pour — x une  quantité  A P' y tel- 
le que— ■x*''"^*  foit  plus  grande  que  la  fomme  de  tous 
les  termes  pofitifsde  ^ l’ordonnée  correfpondante  P' M' 
fera  négative,  & la  courbe  MBM'  coupera  l’axe  PA  P' 
en  un  point  C,  ou  l’on  aura/  = o,  par  confequent 
j^=o,  & la  quantité  réelle  AC  = —~x  fera  une  raci- 
ne réelle  de  l’equation  ^j=o. 

Soit  en  fécond  lieu  AB= — N quantité  négative.' 
Si  dans  cette  fuppofition  on  prend  pour  x,  ou  pour  AP' 
une  quantité  fi  grande  que  x*''"^‘  furpafiè  la  fomme 
de  tous  les  termes  négatifs  de  ^ on  aura  pour  l’or- 
donnée correfpondante/,  ou  P' AT  une  quantité  pofiti- 
ve.  Si  on  prend  pour — x l’abfcifTe  AP  fi  grande,  que 
— x*'“’^‘  furpaflè  la  fomme  de  tous  les  termes  pofitifs 
de  l’ordonnée  correfpondante  PM  fera  négative  & 
la  courbe  MBM  coupera  encore  l’axe  en  un  point  C, 
ou  l’on  aura/=o,  & la  quantité  réelle  AC=:x 

fera  uue  racine  réelle  de  l’equation  C.^F.D. 

CXXXIV. 

THEOREME.  Si  l’expofant  A de  la  plus  haute  puif- 
(ânee  de  x dans  l’equation  «fl  un  nombre  pair, 
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& que  le  dernier  terme  de  cette  équation  foit  négatif, 
ou  — N;  cette  équation  aura  au  moins  deux  racines 
réelles,  le  polynôme  ^ deux  faéleurs  réels  (impies. 

Démonstration  . Soit  A = 

+- -^N=zy^  équation  qu’on 

peut  rapporter  a une  courbe,  dont  les  abfciffes  foient  x, 
& les  ordonnées  correfpondantes  /.  Si  dans  l’equation 
on  fuppofe  x=o,  on  aura  pour  l’ordonnée  jf 
une  quantité  réelle  négative  — ~N;  & (i  l'on  prend  pour 
* une  quantité  pofitive  fi  grande,  que  furpafl'c  la 
fomme  de  tous  les  termes  négatifs  de  l'ordonnée  / 

(èra  pofitive;  Par  confequent  la  courbe  coupera  l’axe, 
& l’equation  aura  une  racine  réelle.  De  même 

fi  on  prend  pour  x une  quantité  négative  fi  grande 
que  fa  puiflTance  paire  x***,  qui  fera  toujours  pofitive, 
furpalfe  la  fomme  de  tous  les  termes  négatifs  de 
rordonnée  correfpondante  fera  encore  pofitive,  par 
confequent  la  courbe  coupera  encore  l’axe  en  un  autre 
point  oppofé,  & l’equation  aura  encore  une  au- 

tre racine  réelle;  elle  aura  donc  au  moins  deux  racines 
réelles.  C.^F.D. 

cxxxv. 

Corollaire.  L’equation  generale  peut 

i toujours  fe  réduire  a cette  forme  x*'*— 
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5c*  **''■"*— 4-Cc^  — t*c*''=;:o,  jtt  étant 

un  nombre  pofitif  quelconque,  & -B,  C,  &c.  des 

coefficiens  numériques  réels,  ou  zéro.  Car  fi  i’expofant 
de  la  plus  haute  puiflancc  de  * dans  eft  un  nombre 
impair,  on  pourra  divifer  l’equation  par  x -s- a 

= 0,  & la  réduire  a une  équation  de  dimenfion  paire; 
& fi  le  dernier  terme  de  cette  équation  eft  négatif,  on 
pourra  la  divifer  par  l’equation  de  deux  dimenfions,  qui 
fera  le  produit  de  deux  racines  réelles  de  l’equation 
.^=0,  & on  continuera  la  divifion,  jufqu’a  ce  qu’on 
ait  employé  tous  les  faéleurs  réels  & fimples  de  ou 
qu’on  foit  parvenu  a une  équation  de  dimenfion  paire, 
dont  le  dernier  terme  foit  pofitif. 

Exemples.  Soit  . Ayant 

fuppofé  x*'"^*-+c*''-*-‘==o,  on  aura  x*'‘-^‘=  — 
c* ; * — — iC,  x-4-c  = o;  en  divifant 
— ♦-c’““*'‘  par  X-+-C  , on  trouve  le  quotient  x*''—* 
rx*'‘-*-+-c"x"“-*  — c^x*"-î-4- — c»'‘-îx5_t. 


1 U - — Z 2 
C • X 


.c‘-“-*x- 


c ■ r=o. 

Si  ^=x*'““*’' — c*''~’‘‘=o,  on  trouvex — c=:o, 
î.“  î 

*1“ 


.c*"-^x' 


& le  quotient  x ‘ -4-cx"‘'  '—f-c'x'*'  t-c'x 


I /a—  * 2 
•C  X 


2 M I 

■C  X- 


C =0. 

Soitj^=x*'* — ayant  fuppofé  x*'* — c*'‘=0y 
on  trouve  x*'“=:c*'“;  x'‘  = ^c^,  & x^''  — c^^=z 
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CXXXVI. 

Nous  appellerons  réciproque  le  polynôme  »t^  -+• 

x-»-c\ 

dans  lequel  les  coefficiens  numériques  du  premier  & du 
dernier  terme,  & ceux  de  tous  les  autres  termes  egale- 
ment éloignés  des  deux  extrêmes  font  les  mêmes,  & 
ont  les  mêmes  fignes  —H,  ou  — ; & fi  on  fait  une 
équation  de  ce  polynôme  en  l’égalant  a zéro , cette 
équation  fera  aulTi  nommée  réciproque. 

CXXXVII. 

Corollaire  I.  Le  binôme  x^— t-c'  cft  récipro- 
que, puifque  le  coefficient  numérique  du  premier,  & 
du  dernier  terme  eft  — 1 , & que  les  coefficiens  numé- 
riques des  autres  termes , qui  manquent  peuvent  être 
exprimés  par  -i-o. 

CXXXVIII. 

Corollaire  II.  Le  trinôme  x*'‘-4-2liCc''x^-4-c*'*^ 
dans  lequel  K eft  un  nombre  pofitif,  ou  négatif  eft 
réciproque;  car  on  peut  l’exprimer  par  ce  polynôme 

x*  “-+üCc^x'*-+-jKc'‘x'‘-+-c*'‘,  qui  a les  conditions  re- 
quifes . 
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CXXXIX. 

Corollaire  III.  Tout  polynôme  réciproque 

*'-+■  Bc' x^’~'  J5c^* x*-+ 

Ac^~^x-^c*‘  eft  compofc  de  deux  parties  fcmblables, 
l’une  -I- A c ^ B c* —h Ô'c. , 8c  l’autre  -+> 

X— hBc'~*x*— t-Ô’c. , de  forte  qu’en  mettant  c 
au  lieu  de  x,  & x au  lieu  de  c dans  la  première  par- 
tie, elle  devient  la  fécondé;  8c  réciproquement  en  écri- 
vant X au  lieu  de  r,  & c au  lieu  de  x dans  la  fécondé 
partie,  elle  fe  change  en  la  première.  Il  faut  feule- 
ment remarquer  que,  quand  l’eiq>o(ànt  A eft  un  nom- 
bre impair,  les  deux  parties  réciproques  ont  le  môme 
nombre  de  termes;  mais  lorfque  A eft  un  nombre  pair, 
il  y a dans  le  polynôme  un  terme  mitoyen,  ou  egale- 
ment éloigné  des  extrêmes,  dont  on  peut  ajouter  la 
moitié  a chaque  partie  pour  les  rendre  parfaitement 
femblables,  comme  nous  avons  fait  dans  le  Corollaire 
precedent . 

CXL.  V 

Lemme.  Si  on  multiplie  le  polynôme  réciproque 

x^~*  -\-mc  x'~î  — +-  « c*  x*"*^  -^pc^  x^~^  x^  ^ 

-\-q  c^~~^  —¥p  c*'  S x^  — t-  » ♦ X*  -4-w  x— t-  c^~*  par 

le  trinôme  réciproque  x*-+-^c»'H-c*,  le  produit  fera  uo 
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polynôme  réciproque  qui  aura  pour  coefficiens  numériques 
de  fes  termes  ,3*  ,4*  ,5*  ?cc.  les  quantités 
m — H k ■)  f>  k ni  — t- 1 y P —H  k n — H m y q — h k p — H n , 
r^kq-*-py  s^kr-^rqy  &c.  on  démontré  ce  Lcmme 
en  multipliant  la  première  partie 
» c*  -+■  cSî’r.  par  x'* , & enfui  te  la  fé- 
condé Partie  Hffjc'^îx-4-wc'  ‘♦x*-+6?’r.  par 

f*  — t-z^cx— t-x*. 


CXLT. 

Lemme.  On  (ait  que  l’equation  xx— «-^x—4-^=(7, 
dans  laquelle  q e(l  une  quantité  réelle  quelconque,  & 
P une  quantité  réelle  ou  zéro,  peut  reprefenter  toutes 
les  eqr>ations  réelles  de  deux  dimenfions,  & ^ue  fes  ra- 
cines font  x=— ^—p — 


— pp  — q. 


CXLII.  ' 

Corollaire  I.  Les  racines  de  T équation  generale 
Kx-^px-^q—o  Seront  réelles  i.®  lorfque  q fera  une 

quantité  négative;  2.0  lorfque ne  fera  pas  plus  pe- 
tit que  car,  on  aura  x==;— Mais 

elle^ 
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elles  feroient  imaginaires  fi,  f étant  pofitive,-^/>^etoit 

plus  petit  que  q\  puis  qu  alors fera  une  quan- 
tité négative. 

CXLIII. 

Corollaire  II.  L’equation  x* —24*— 

=0,  dans  laquelle  b eft  une  quantité  réelle  quelconque, 
& a une  quentité  réelle,  ou  zéro,  & dont  les  racines 

font  X =/»-+•  A — I,  &x  = tf — bsf — I,  peut  re- 
prelenter  toutes  les  équations  du  fécond  degré  dont  les 
racines  font  imaginaires.  Carfuppofànt  que  dans  l’ équa- 
tion generale  du  fécond  degré  xx-+-^x—h^=o  la  quan- 
tité q foit  pofitive,  8c. -^pp  plus  petit  que  9,  afin  que 
les  racines  de  cette  équation  foi ent  imaginaires,  on  pour- 
ra toujours  fuppofer  — za=py  ou  4= 8<aa 

—^-bbj  o\x-~pp—*-bb=:q;ce  qui  donne  ^PPf 

& b = q — ^ppi  quantité  réelle  par  la  fuppofition  • 

CXLIV. 

Corollaire  III.  L’ équation xx — zbax-^aa=o.^ 
dans  laquelle  a eft  une  quantité  réelle  quelconque,  8c b 

un  nombre  moindre  que  l’ unité,  ou  zéro  peut  repre- 

Cc 
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fentcr  toutes  les  équations  réelles  du  fécond  degré,  dont 

les  racines  font  imaginaires.  Car  fi,  dans  l’ équation  ge- 

naralejtx— on  fuppofe  q pofitive.,  Zc—pp 

plus  petit  que  on  pourra  toujours  faire ou  x 

qf  & — %ba-=.p ^oyxb-=. — ^ , 

CXLV, 

Corollaire  IV.  L’ équation  »*—> 2 xx, Cos.  AT— ♦- 
X/ï=:o,  dans  laquelle  on  fuppofe  que  a foit  une  quan- 
tité réelle  pofitive  ou  négative,  & AT  un  angle,  ou  un 
arc  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  eft  l’ unité,  peut 
reprçfenter  toutes  les  équations  réelles  du  fécond  degré 
a racines  imaginaires,  excepté  le  cas  de  Cos.Ar=r±i; 
car  l’arc  N étant  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  eft 
l’unité,  fon  Cofin  us  eft  toujours  un  nombre  quelconque 
moindre  que  l’unité,  lors  qu’il  n’eft  pas  — l,  ou  zé- 
ro, ainfi  on  peut  le  mettre  a la  place  de  b dans  1’  e- 
quation  xx — bax—^aa=zo.  Mais  lorique  b y ou  Cos. 
N dans  ces  deux  équations  eft  l±  i , elles  fe  changent 
en  xx’^%ax—\-na—Oy  quarré  dont  la  racine  eftxl±x 
=0.  Il  faut  aufli  remarquer  que  les  racines  del’equa- 
lion  XX — "zax.  Cos. N— font  x=a.  Cos.  N— 
Sin.A/1  — 'I  > 8cx“/r.Cos. N — ‘tf.Sin.JvV^—  i .Caron 

ZK=a.Cos.Nzàrf^aa.Cw-N* — -aa:  or,  dans  le  cercle 
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dont  le  rayon  eft  i , on  a Cos.  N — *-l>in.  N = i , par  con- 

■■  t '■» 

fequeat  Cos.  AT.  — i = — Sio.  N ; Donc  x=ut.  Cosl 


Zos.N—i=a.Cos.N:±af^—  Sia.N^=za,  Cos.  AT 


CXLVI. 

Corollaire  V.  L’  équation  xm — zhcx—^kcc 
=0,  dans  laquelle  c efi:  une  quantité  donnée,  Jb  8c  k 
des  nombres  indéterminés,  peut  reprefenter  T équation 
generale  xx-^px-^q—o,  en  faifànt  kcc=qy  ou  k= 

Q 

— , & — 2^c=p,  ou  b~ . 

tt  ^ ^ aç 

A l’aide  de  ces  préliminaires  on  entendra  facile- 
ment les  méthodes  que  nous  allons  propofer  pour  trou- 
ver les  faéleuTs  réels  doubles,  ou  de  deux  dimeufiooS' 
du  polynôme 

CXLVII. 

PREMIERE  METHODE.  Lorfquon  voudra  chercher 
généralement  tous  les  fa£leurs  réeb  doubles  du  polynô- 
me j^,  on  divifera  ce  polynôme  par  »»— ou 
par  xx.—  2bcx—^kccy  8coa  pouffera  ladivifion,  jqfqua 
ce  qu’on  foit  parvenu  a un  refte  de  la  forme  Mx-i-k, 
dans  lequel  xx  ne  fe  trouve  plus,  & comme  la  divifîoit 
doit  eftie  &os  refte  , on  fera  MA=e,  oaM=o,  8c 
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k=o;  ce  qui  donnera  deux  équations  pour  trouver  les 
valeurs  des  deux  indéterminées  ou  k-  Mais 

fl  on  veut  trouver  feulement  les  faéleurs  réels  doubles 
a racines  imaginaires,  on  divifera  ^par  l’un  des  trois 
faéleurs  xx  — zhax-^^aa^  ou  xx~^z  ax-^aa-^bb^  ou 
— zax.  Cos.N-^aay  & le  reftc  fournira  deux  équa- 
tions pour  trouver  les  valeurs  des  deux  indéterminées 
b di  a y oui»  8çby  onay  8c  Cos.  N. 

CXLVIII. 

Exemple  I.  Soit  en  divi&nt  par  x* 

—’zbex-i-kee  le  quotient  eft  x^zbe  y 8c  le  relie 
— kc^x-^zbkc^-^c^  ; par  confequent  on  aura  les 
deux  équations  j^.b* c*  — kc*=zo y 8cc^  — zbkc^=z  o y 

d’ou  l’on  tire  k = ^b*\  i-=.z  bk—8h^  y 8c  zb^i\ 
k=^i'y  le  fafleur  double  ell  donc  xx — cx-+-cc,  8c  le 
iaéleur  fimple  x-^zbc^x—^c. 

. CXLIX. 

Exemple -II.  Soit  j^=x*-*-c^:  en  divifant  par 
xx~~zax~t-aa-i-bby  ou  par  xx — 2/»x-4-r,  en  faifant 

r=zaa-+bby  le  quotient  fera  x*— t- 2«x— (-4<»i»— r,  & 

le  relie  de  la  divifion  8<j*x — 4/rrx-+c^ — 44xr— i-rr; 

Ce  qui  donne  les  deux  équations  ’4xr=o  , 8c 
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c*. — 4/»rfr— j-rr=o;  d’ou  l’on  tire  xaazzzr^  & 
on  cc^=.zaa\  %a-=^z^cVz.  Les  deux  fadeurs  doubles 
font  donc  xx-+cxt^x-t.ccj  & xx-^cxi/x-i^cc. 

CL 

Seconde  Méthode.  Si  le  polynôme  ^ala  for- 
me x’"  -+A x’^~^-hBx*'~‘*  ~i-Cx^~^ -+^y  oti 

prendra  pour  un  de  fes  deux  fadeurs  le  polynôme  R , ou 

x’^~~*  -+A'x^~^~l-gx’'''*-+Cx’'~^ 

H étant  des  confiantes  indéterminées;  on  multi- 
pliera iî,  par  l’autre  fadeur  de  deux  dimenfions  xx-^px 
— »-7,  ou  par  xx~-~zax—i-aa-i-bb^  ou  par  xx — ibax 
~+aa^  enfuite  on  égalera  chaque  terme  du  produit  au 
terme  du  polynôme  dans  lequel  x a le  mefme  expo- 
fànt , ou  a zéro , fi  n’a  point  de  terme  correlpondant 
a celui  du  produit.  On  aura  par  la  autant  d’équations 
qu’il  y a de  confiantes  indéterminées  dans  les  deux  fa- 
deurs, & on  déterminera  leurs  valeurs  par  la  compa- 
raifon  de  ces  équations. 

CLI. 

Si  le  polynôme  a la  forme  x^-i-^cx^”"* -+ 

Bc' x^~~ * -\-C x'~ ^ -4-c^;^,5,C,  &c. étant  des 

coefficients  numériques  donnés,  on  prendra  pour  le  fa- 
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<3eur  R le  polynôme  ^ 

^—1 

* “Ci— j — & pour  l’autre  làfleur  le  tri- 

nôme Kx-+bcx—i.kcc‘yl>^kytn,^nypyq^  &C.  étant  des  co- 
etticiens  numériques  indéterminés , dont  on  trouvera  les 
valeurs  en  égalant  les  termes  du  produit  aux  termes 
correfpondans  du  polynôme  & en  comparant  les 
équations  qui  en  rcfultent. 

CLII. 

Cette  méthode  eft  furtout  d’ulage  Iorfi]ue  le  poly- 
nôme ^ eft  réciproque,  ou  de  la  forme  x*'-hAcx^~* 

— t- B Car  alors 

on  peut  prendre  pour  le  facleur  R le  polynôme  reci- 

proque  N -i-mcx  * ^—hpc  x * 

-i-pc  ’*  —+-»£■  ^x  —i-mc  ^x—^-c  , & pour  lau- 

tre  fafleur  le  trinôme  réciproque  x*-+kcx-i-cc^  & par 
le  Lemme  Nf  cxl.  on  aura  les  équations  fuivantes 

I B yp-i-kff  **+■  p 

-*■n=:Dyr—hkq‘-*‘p  — Ey8^c.y  par  lesquelles  ou  trou- 
vera les  valeurs  réelles  de  k dans  tous  les  cas  particu- 
liers ou  Texpofant  \ fera  déterminé;  car  on  aura  dans 
chaque  cas  autant  d’équations  qu’on  aura  fuppofif  de 
coel&cients  numériques  indetermiocs  dam  les  deux  fa- 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Char.  IV.  207 

éleurs  xM-^kc  x-^ccy  de.  R y ou  H- w f»’' 
ne* x^~~*^pc^  x*'~~^-^8cc. 

Si  A=:  3,  ou  onau- 

ra  R=:j(— t-f,  8e.  le  produit  de  *-+"C  par  xx’-*-kcx-+ 

ccy  ou  ♦-^c**-4*c£'x— 4- f **  -4-^ccx— 4-r*  Comparé 

avec  ou  x^-+Acx*-hAc*x-*-c^  donnera  l’equa- 

tion  (^c— 4*f )**=^cx*,  ou  dou  Ion  tire 

k~A — I , & le  faéleur  xx-^hcx-^cc^xx-^cx 
(^A I ) -~\-cc. 

Si  ou  -i-Acx^  ’-i-Bc* X*  -+Ac^  X-+- 

c*y  on  aura  R = x*-f»icx-»-cc,  & le  produit  dex*-+- 
mcx-^cc  par  x* -\-kcx-^cc  comparé  avec  ou  x^ 
— x’-4-Bc’**-4->fr^x-4T^donnera  deux  équations, 
la  première  m—\rk=.Ay  & la  fécondé  i -4'^m-+*  i =B, 
aulieu  de  la  fécondé  équation  generale 
par  ce  que  dans  ce  cas  « devient  = i ; Car  (i  on  com- 
pare terme  a terme  la  formule  generale  x^~~*^mcx'^  ^ 
x*'~^-^pc^  x*'~^  avec  le  faéleur  x*-+mcx 

-+-CC,  on  trouve  »=i. 

Si  A = 5 ,ou  — l-Br’ X*  — I- 

Ac*'  X — 4-c^ , on  aura  R=x^  -t-mex^  -+iwr*  x-+-c^ , & deux 
équations,  la  première  m—^k  — Ay  la  fécondé  m-^km 
—hiz=B;  par  ce  que  dans  ce  cas  fi  on  compare  la  for- 
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mule  generale**'  *— f-&c.  avec  le 

faveur*’  — Hwr**— t-»»c**— «-c’  on  trouve  «=m. 

Si  A“tf,  ou  ^j=zx^-^Acx^—i-Bc*x*—i~Cc^'x^ 
— +-Sc^**—t-^c^*— t-c’*,on  aurail— *'^-+-wr*?— t-wc*** 
— 4-»7c> & trois  équations,  la  première  m—*-k 
= yf,  la  fécondé  i=B  & la  troifiemew—t- 

kn—*-m=zC,  aulieu  de  la  troifiemc  équation  generale 
p-^kn—^m~C;  par  ce  qu’en  comparant  la  formule 
generale  t-  &c. 

avec  le  fafleur  *^ -j-wc*’— ♦-»£•***— on  tro- 
uve p — m. 

On  voit  pr  ces  exemples  qu’on  put  tlans  tous  les 
cas  déterminer  la  demiere  équation  generale  des  coeffi- 
cients numériques,  en  comprant  terme  par  terme  la 
formule  generale  x*‘~~'~+}ncx^^  x^~* -+pc^  x^~^ 

*^  ^ -t- &c.  avec  le  fafleur  R qu’on 
aura  trouvé  dans  chaque  cas.  Il  peut  neantmoins  arri- 
ver qu’on  ne  puilTe  trouver  par  ces  équations  aucune 
valeur  réelle  de  k comme  dans  la  fuppofition  de  A — 4; 
l’on  a les  équations  — & 2-*-km  = B;  d’ou 

l’on  tire  m = A — & 2-+Ak  — kk=B,  ou  kk  — 

Ak  — 2 — B ; Ce  qui  donne  k—~  A 2 -+•  A— B , 

valeur  imaginaire , lorfque  B furplTe  la  quantité 

Z’-i-~AA.  Alors  il  feut  avoir  recours  a d’autres  fa- 

^ fteun; 
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fleurs  ; par  exemple , au  lieu  des  fafleurs  xx—t-^cx—t-cc  ^ 
Sc  xx-+mcx—i-ccy  prendre  xx-i-kcx  -t-ibcc^  8cxx—i~ 

C C 

wrx-+—  • 

h 


CL  III. 

Nous  allons  appliquer  la  fécondé  méthode  a quel- 
ques exemples. 

Exemple  I.  Soit  propofé  le  binôme  on 

le  comparera  avec  le  polynôme  réciproque  ou 

Ac  -+  B c''“*  -4-  Ac^~^  X 

c**,  & on  aura  A=5,  A-=.Oy  B=-Oy  R=x^  —t-mcx* 
— t- w c* * -4- , & les  deux  équations  m—^k'=-o  , 
OT -4-^m—t- 1 =0  ; d’ou  l’on  tire  m — — k’t  kk-i- 

k—i  y & k=-  — * ; par  conlèqucnt  on  a pour 

xx-hkcx-i-cc  deux  fafleurs  réels  , x x -4- .f* ~ * \ 

ex  ( y'j  — I ^ 

~-hcCy  & XX hcc;  le  troifieme  fafleur 


fimple  fera  x-j-r,  qu’on  trouve  en  faifant  x^~hc^  = o. 

Exemple  II.  On  propofe  le  binôme  x^  — c^ . 
En  failànt  x^ —~c^  ~o  on  trouve  un  fafleur  fimple 
X — <c  — o y & divifànt  x^  — par  ce  fafleur  on  a 
pour  quotient  le  polynôme  réciproque  x^-t-cx^— l-c*x* 
— 4-c^x-i-c'*^ , qu’on  comparera  avec  comme  dans 

Dd 


/ 
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l’exemple  precedent,  on  ^ = 4,  A:=^\  ^ B=zi- 
R==:xx-i-mcx-hcc  & les  deux  équations  nj— t-^=i, 
& i-+^wH-ï  = t,  ou  km-i-l=io;  d’ou  l’on  tire 
m—i — k;  km^k^kk  \ & ^w-+i=o  = ^ — 
kk-i-it  ou  kk-^k=i;  par  çonfequenç  ^=;— , 
& pour  xx-+kcM~+cc  les  deux  fa£leur$  féeU  xx—f. 

f*(l— /î) 

— i t_j.cc  8c  XX— t 

i ^ ? 

Exemple  III.  On  propofe  le  binôme  x^-t*c^. 

On  aura  \ — 6‘,  A=o^  fi  = o,  C = o,  8c  les  trois 

équations  m-)-k  = o ^ n—¥km—^i~o^  w-+-^«— h 

m=^o,  ou  zm-^kn  — o’,  ce  qui  donne  »j  = — k\ 

n — kk — I,  8c  — ik-^k^ — k = oz=k^ , — 3.^;  d’ou 
l’on  tire  ^ = 0,  8c  ^ = z±^3;  donc  on  aura  pour 
XX— *-^rx-H-c£-  les  trois  faéleurs  xx— t-cc,  xx-^cx 


— 4-rr,  XX — rcx 

Exemple  IV,  On  propofe  le  binôme  x^'H-r^. 
en  le  comparant  avec  on  trouve  ^ = 7,  A=Oy 


B'=.o  , C~o  J iî.=:=x^—t-»jcx^—t-«c**^—t-«c^x*—t- 
w X — +- , 8c  les  trois  équations  m — h ^ = 0 , «—h 
^rw— »-i— 0,  8c  n-¥kn—¥mr=.o\  d’ou  l’on  tire  t- 
kk — r2^— hi=o,  équation  dont  toutes  les  racines 
font  réelles,  8c  qu’on  trouve  par  les  Tables  des  Sinus. 

Exemple  V.  Si  on  propofe  le  trinôme  recipro- 
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que  X -^iHcck  -t-c  , on  aura  A=4,  A~o^ 
iî,  = xx— 4-wrx— t-cf , & les  deux  équations 
m->irk~o ^ & 2— = ce  qui  donne  ^ = i± 
V 2 — 2 H,  valeurs  réelles,  lorlque  H n’eft  pas  plus 
grand  que  l’unité.,  & imaginaires  lorlque  H 7’  i ; mais 
dans  ce  cas  l’equation  x^— t'2Hfcx*H-f^=o  donne 

x*= — ■Heurte*  — I,  valeurs  réelles  & les  deux 

facleurs  font  —¥c*  ^ — i,  & xx-*-Hc^  — 

c*  Vh  —i. 


CLIV. 

TROISIEME  METHODE.  Suppofant  que  le  poly- 
nôme ou  l’equation  ^j=o  contienne  des  racines  imagi- 
naires, on  prend  pour  un  de  fes  faéleurs  réels  l’equa- 
tion  XX — iax—¥aa—^bb=.o^  dont  les  deux  racines 
imaginaires  font  x—a—^b^ — i,  & x=a — b^  — i. 
on  fubftitue  l’une  de  ces  deux  racines,  par  exemple, 
a^b^ — I au  lieu  de  x,  & les  puiflànces  de  cette 
racine  au  lieu  des  puiflànces  de  x dans  le  polynôme 
j^=o;  par  ces  fubftitutions  on  change  ^ en  un  autre 
polynôme  compofé  de  deux  parties,  dont  l’une  eft  toute 
réelle , & l’autre  eft  multipliée  par  sf  — i ; & comme 
en  fubftituant  dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
de  l’inconnüe , tous  les  ' termes  fe  detruifent  mutuelle- 
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ment,  on  égalera  a zéro  chacune  des  deux  parties  du 
polynôme  après  la  fubftitution  de  a—k’b\f—i  au 
lieu  de  & en  divifant  par  V — i i»  qui  eft 

multipliée  par  V — « i , on  aura  deux  équations  toutes 
réelles  qui  ne  contiendrotit  que  les  deux  iqçonnücs 
S;  b . On  trouvera  donc  par  la  compraifon  de  ces  deux 
équations  les  valeurs  réelles  de  a & de  qu’on  fubfth 
tuera  dans  le  trinôme  mk  — lax-^aa-^bb  ^ pour 
avoir  les  faèleurs  réels  du  polyqome 

CLV, 

Il  eft  bon  pour  l’ufage  de  cette  Méthode  d'avoir 

une  Table  des  puiflances  du  binôme  a-^bsf — ’i  fe* 
parée  en  deux  parties,  l’une  toute  réelle  , & l’autre 

multipliée  par  V — i.  Or  en  faifant  /)=  V — i , 

pp~—y , p^=—yf—l  , /=!  , / = V'  — I, 

= — I,  &c.  on  aura  a-^bV ■ — i=:a-f-bp  ^ 3c 
par  la  formule  generale  dil  binôme  de  Newton  *"  = 

{a-^bp'f  =:  d'-^nd’-^bp  w-  a”"' b' p'  ^ 

a’-i  b^  fi*  -+  Ô'f* 

I.  î ^ î.  J.  4 

la  partie  réelle  de  x”  fera  a” — - ■-  b *-f- 
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M = a 

ft' ■=.m-^x  ab  V^-— I 

3 /ïTO— 2 mbyf — I 

-<•2  a'b^ — J 

»^=z  rn  -*r \a* m-—  \a  l^amb^ 

-^m*  b V — l 

— I 

' mb\f -^l 


&C, 
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CLVI. 

Exemple.  On  veut  trouver  les  deux  lacleurs  réels 
doubles  de  l’equatlon  generale  du  quatrième  degré. 
Nous  avons  démontré  que,  fi  le  dernier  terme  de  cette 
équation  efi  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  racines 
réelles,  qu'on  pourra  trouver  par  les  méthodes  ordinai- 
res; & en  divifànt  l’ équation  par  le  produit  des  deux 
fafleurs  fimples  que  donnent  ces  deux  racines,  on  aura 
pour  quotient  l’autre  faéleur  réel  double.  Il  ne  nous 
relie  donc  qu’a  chercher  les  deux  faéleurs  réels  doubles, 
lorlque  le  dernier  terme  de  l’ équation  du  quatrième 
degré  efi  pofitif.  Alors,  en  &ifant  évanouir  le  fécond 
terme  de  cette  équation,  on  pourra  toujours  la  réduire 

a cette  forme  t-Bc***— hCc^»-t-c^=o,  & on  aura 

fuivant  la  Table. 

~¥/^ambSf — i 
Bc*  m •^zBc'ab^ — l 

c^=:c* 

on  a donc  les  deux  équations  ot*— j-4/»*«— 4<i^ 
-+Cc^/ï— t-c^=:o,  & /^ambsf — i -+iBc*ab^ — t — I- 
C^bV^=o,  ou,  en  divilànt  ç3x  b>f^^  y -h 
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2 Cc^  =0,  d’ou  l’on  tire  • 

& en  fubftituant  cette  valeur  de  m dans  la  première 
équation,  on  trouve  h 3 2 Bc*4^-+-(4j8B — 16) 

c*aa — . C*c^=o,  équation  d’un  degré  pair  dont  le  der- 
nier terme  eft  négatif,  par  laquelle  on  trouvera  deux 
valeurs  réelles  de  a.  On  aura  enfuite  la  valeur  réelle 


I i(  • — i B ^ it  JJ* 

de  m par  1 équation  m^  - ■ dou  Ion  dedui- 


4<» 


ra  la  valeur  As  b b par  l’ équation  bb=zaa-^m\  Sub- 
ftituant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  /»  & As  b b dans 
le  trinôme  x*  — zaK-¥aa-\-bb ^ on  aura  deux  fa- 


fleurs  réels  doubles  du  polynôme  x^-t*J5c*x*-f*Cc^x 

Si  on  fuppofe  que  le  dernier  terme  de  l’equation 

du  quatrième  degré  foit  négatif,  ou  — en  fe  fervant 
de  la  même  méthode  on  trouvera  pour  la  première 

équation  m*  m—¥B  c* m — a — c^ :=:o  ; 

la  fécondé  équation  fera  la  même,  & on  aura  pour  re- 
fultat  l’equation  d4/»^-4- 3 t-(4jBB-+-i  d) 

— C*c^  = o.  On  peut  encore  remarquer  que  ce  reful- 

tat  d4<»^— ♦-  3 2 iî  »-  (4BB— ♦- 1 6)c^aa — C*c^=o, 

en  faifant  devient  une  équation  du  troifieme 

degré. 
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CLVII. 

QUATRIEME  METHODE.  On  prend  pour  un  des 
iâ£leurs  réels  de  l’equation  xx-—zax.  Cos.  N—h 
aa  = Oy  dont  les  deux  racines  imaginaires  (Art.  CXLV.) 
Sont  x = a(Co(.N-*-Sia.N^ — i)  & * = /* (Cos.A/'— 
Sin.ArV^ — i).  On  fubftitue  dans  jQ  l’une  des  deux  ra- 
cines au  lieu  de  * comme  dans  la  méthode  precedente, 
& l’on  réduit  par  cette  fubfHtution  le  polynôme 
deux  parties,  l’une  toute  réelle  qu’on  égalé  a zéro,  & 
l’autre  multipliée  par  V — i,  qu’on  égalé  aufli  a zéro, 
après  l’avoir  divifée  parV^ — i , & par  la  comparaifon 

des  deux  équations  on  détermine  les  valeurs  réelles  de 

' . — : * * 

<»,  de  Cos.  N,  8c  de  Sin.AT;  car  comme  Siu.iV— i-Cos.JV 

= I , lorfqu’on  aura  la  valeur  réelle  de  Cos.  AT,  on  aura 
aufli  celle  de  Sin.A^,  & réciproquement.  Pour  les  pui (Tan- 
ces dexexprimées  par  celles  de  a. Cos. N zt a. Sia. N ^ — i, 
on -les  trouve  facilement  & très  fimplement,  puilque 
(Art.  Lxxv.) 

On  a toujours  x"=a" .Cos. nNzt a” .Sla. nN^ — i; 

=za* .Cos.  2 Nz± a* .Sla.2N V — i 
Cos.  3 N=i:/^^Sin.  3 N V-^ 

*^=4^.Cos.4Nzi:a^,Sin.4A/’V^ — i 
2c.  ainA  des  autres  puiflànces. 

LorT- 
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CLVIII. 

Lorsque  le  polynôme  ^ cil  réciproque,  & qu’il  a 

la  forme  — 

Ac^~^x-¥c'  — o on  peut  prendre  avec  avanfege  pour 
l’un  de  fes  fa£leurs  rcels  le  trinôme  *« — 2 ex . Cos.  iV— 4- 

cc=o,  dont  les  racines  font  *=f.Cos.N=tf.Sin.A/V^ — l, 
& la  puiflance  quelconque  *"  = c''.Cos.»^ri: 

f”.Sin.wArV^ — I.  Nous  donnerons  l’application  de  cette 
méthode  dans  les  problèmes  fuivants. 

CLIX. 

PROBLEME.  Trouver  les  lâfteuis  réels  doubles 
du  binôme  general  x^rtc^. 

Nous  refondrons  lés  deux  cas  de  ce  Problème  par 
la  fécondé  & la  quatrième  Méthode. 

Premier  Cas. 

Solution  par  la  seconde  Méthode.  Sup- 
pofànt  x^  — t-  = 0 , & comparant  ce  binôme  avec  le  po- 
lynôme réciproque  general  x*  -¥Aa^~‘^  — »-Bc*  x*"”* — 

X*— X— hc-^=o,  on  trouve  A—o^B—o^ 
C = o,  D = o,  C^c.  8c  en  prenant  pour  un  des  fafteurs 
le  trinôme  réciproque  xx-t-^cx-t-cr,  & pour  l’autre 

Le 
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fafleur  le  polynôme  réciproque 


» C*  ^ —h  pc^  X ^ • 


mc'~^ x-+c~^^  =zo  on  aura  les  équations  generales 

m-^k=^o y n—\rkm'^i:=^Oy  ^-+^»-4-»;=;o, 

kp-^n=zoy  (D'c.y  par  lefquelles  on  trouvera  les  va- 
leurs réelles  de  k (Art,  CLii.). 

Si  on  aura  k~ — i. 

Si  A=4,  on  aura  ^ = rtV^2,  a caufe  des  deux 
équations  »j-4-^  = o,  2— h^w  = o. 

Si  A = 5,  on  aura  m— t-^  = o,  1 =0, 


Si  \znz6y  on  aura  w-t-^  = o,  n-4-/tw-+- 1 =0, 

zm-»rkn'=.Oy  d’ou  l’on  tire  -j^  = o;  ^ = 0,  & 

k — r±^l. 

Si  A = 7,  on  aura  w— H^  = o;  w— <-i=o; 
n—^rkn—^m=:o^  d’ou  Fon  tire  l’equation  du  troificme 

degré  -^kk—zk—*- i~o y par  laquelle  on  trouve 
trois  valeurs  réelles  de  & qu’on  peut  refoudre  par 
les  Tables  des  Sinus. 

Si  A = 8,  on  aura  »7i-f^  = o,  n^km-hi=^o; 

4 

p~hkn—i-f»  — Oy  & 2n—t-kp  = o’y  d’ou  l’on  tire  k — 
4^^~f-ï=o;  kk — 2 = ’±.Vz  & ^ = L±  Va 
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CLX. 

Lors  qu’on  a trouvé  les  faéleurs  réels  du  binôme 

on  trouve  aifément  ceux  du  binôme 
dans  lequel  l’expofant  (n  A eft  multiple  du  premier  ex- 
pofànt  A.  Car  en  faifânt  »"=»  & d‘~b^  on  aura 
«'*'  = 2^,  par  confequcnt 

de  la  forme  du  premier  binôme  ut  . 

Par  exemple,  lorfqu’on  a trouvé  les  làéleurs  réels 

K-4-f,  & *x  — ex— »-cf  du  binôme  x*-+c^,  on  trouve 
ceux  de  x^-4-c^,  en  faifant  x*  = *,  U c‘  — b‘^  ce  qui 

rend  x^— dont  les  fafleurs  font  x-{-b~ 

XX— f-cr,  & %z  — ^ Z — I- ^ A = x^  — c* X*  — 1- , dont 
on  trouve  les  deux  faéleurs  par  les  exemples  precedeqts 
»x-i-c  x\f  Z —\-cc  y & XX  — cx^Z-^cc  . on  trouvera 

de  même  les  fafleurs  du  binôme  x^  -h  c —2}  -^-b^  y 

dont  les  fafleurs  font  z— j-^  = x^-+c^,  & zz  — bx-+ 

bb~x^ — c^x^— t-c^.  on  cherche  les  feéleurs  de  ce  tri- 
nôme réciproque  par  la  fécondé  méthode  qui  donne  les 
équations  OT-4-^=o,«— =0,  2w-4-^«= — i; 

d’ou  l’on  tire  l’equation  3^-+i=:o,  qu’on  peut 

refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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TABLE 

CONSTRUITE  PAR  LA  SECONDE  METHODE . 


BINOMES  .|| 


FACTEURS. 


)ç  — f-c  •••' 


X -+£• 


XX f *-f  Cf 

X X—^C  X ^ 2 — +*Cf 


t—~CX  V* 


2— hCf 


X-+-f 


, , jxx-+*f» hcc 

r ï/s-t-i 

r XX-^CX ^-4-Cf 


XX— fcc 


x^  -+  c^  • • • X X X 


XX— *-cxV*3— f-ff 

XX C xSf  i—^CC 


^xx -+^f X— f f C3 

Çxx—¥cx^  2 — ♦■Cf 

_ g JXX CX^f  2 I^z-^CC 

X*— fc”**«x  . 

JxX— »-CxV  2-4-^'2-t-Cf 
VXX cx\f  2— ♦*#^2— *-Cf 


l/2-^CC 


. -4-  /2  — *-Cf 
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Solution  du  premier  Cas  par  la  quatrième 
Méthode  . On  fuppofera  k=c.  Cos.AM-c.Sin.JVV — i ; par 
confèquent  . Cos.\N-*-c*'.Sin.\N.^ — i , qu’ou 

fubftituera  au  lieude  dans  le  binôme  proposé  **'-4- c',  ce 
qui  donnera  les  deux  équations  c" . Cos.  A N— 4-c*  =o,‘ 
& c . Sin.  A AT.  I J ou  Cos.  AAr=— i pour  la 
première  équation,  k Sin.  \N=o  pour  la  fécondé, 
qui  fuit  uecedàirejnent  de  la  première  j puilque,  fi  le 
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Cofinus  d’ un  angle  quelconque  efl  — i , fon  Sinus  fera 
neceflairement  = o.  or,  fi  l’on  prend  v pour  le  demi— cer- 
cle, ou  pour  l’arc  de  i8o°,  & M pour  un  nombre  en- 
tier pofiiif  quelconque , on  aura  toujours  Cos.  (2  Af— i-i)  w 
= — I . Donc  Cos.  \ N^  Cos.  ( 2 M—^  -,  par  con- 

fcquent  l’arc  A K—  ( 2 M-+- 1 ) ->r , & T arc  A/’=  --  . 

Si  donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  N dans  le  Trinô- 
me X*  — 2CX.  Cos. N— *-cf,  on  aura  le  trinôme  xx  — 
2f  x.Cos.  — t-rr  pour  la  formule  generale  des  fa- 

fleurs  doubles  & pour  trouver  ces  differens  fa- 

fleurs  , on  n’aura  qu’a  fubftituer  dans  la  fraflion  1 tt 

tous  les  nombres  impairs  pas  plus  grands  que  A,  au 
lieu  de  2 M— h i.  On  pourroit  bien  en  fubftituer  de  plus 
grands  que  A,  mais  cela  feroit  inutile,  par  ce  qu’on 
retrouveroit  le  même  fafleur  qu’auparavant . Il  faut  en- 
core remarquer  que,  fi  1’  expolànt  A eft  un  nombre 

impair,  en  fuppolant  aAf— +- 1 = A on  aura  Cos.  - * tt 

= Cos.Tr=— I,  & alors  le  trinôme  xx— 2c*.Cos. 

— -x-t-cc  fera  le  quarré  xx— 4- 2 cx-+-cc  dont  la  ra- 
cine eft  X— +-C  iafleur  ftmple  du  binôme x^— t-r' . 
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CLXII. 

Second  Cas.  — f' 


225 


Solution  par  la  seconde  Méthode.  Lorfque 
r expofànt  \ eft  un  nombre  pair , nous  1’  exprimerons 
par  2,u,  8c  par  2,u-4-i,  lorfqu’il  cft  impair. 

Le  binôme  **** — ( *•“  — t- ) X ( *"  — c^).  Le 
premier  de  ces  deux  ia£Ieurs  iV*  appartient  au  pre- 
mier cas  «'‘—H-*;  le  fécond  fafleur  ***-— c“fi  l’cxpofant  eft 


encore  un  nombre  pair  =2«,ferax”— c*”  = (*’’-4c") 
X (*” — c”),  & anfi  de  fuite;  donc  Une  rcfte  plus  qu’a 
refoudre  en  fafteurs  le  binôme  lorfque  l’expo- 

lant  \ eft  un  nombre  impair  2^— t-i;  or  le  binôme 
a pour  faéleur  fimple  *— c,  & en  le  di- 
vilânt  par  ce  fadeur,  on  trouve  pour  quotient  le  po- 

lynome  réciproque  x _4-c*  ^ — t-c  x -t- 

que  nous  appellerons  T.  Il 
n’eft  donc  plus  queftion  que  de  la  refolution  de  ce  po- 
linorae  réciproque  T en  fes  fadeurs  réels.  Nous  fuppo- 
ferons  pour  cela  qu’il  eft  composé  des  deux  fade- 
urs xx-i-kcx—i-ccy  8c  x*“  *-4.wcx*''  * 


‘^x*— Hwc 


.IM— i 


, que  nous  defignerons  par  la  lettre  R.  En 

Ff 


ztS  Elemens  du  Calcul  inte’gral 
comparant  le  polynôme  réciproque  T avec  le  polynôme 
réciproque  general  c * ........... 

-t-B  -h.4’c*“~**-+-c*^,ontrouve^=:i  ,B=  i , 

C = i,  & ainfi  de  fuite  on  aura  donc  (Art. CLii.)  les 
équations  fuivantes  w — »-^=  i , »•  i = i , ou 

n-i-km=Ojl>—bkn-^m=:,l^q^kp—^tt~i  y 8cc.  par 
lesquelles  on  Trouvera  les  valeurs  réelles  de  dans  tous 
les  cas  particuliers,  ou  l’expolànt  afi— hi  fera  déterminé  . 

Si  2,u-+*i  = 3>  on  aura  & les  fafteurs 

de  — referont  x — c,  & xx— t-rx— t-rr. 

Si  2M— M = 5,  on  aura  le  faéleur R = x*— j-wcx 
— v-cc  & les  équations  , & i-*-km=:cy 

au  lieu  de  par  ce  qu’en  comparant  x^-4-wrx 

— t-cc  avec  la  formule  generale  R=:x*'^*-t-»jcx*'*~* 
— &c , on  trouve  w=i;  on  tire  de  ces 

équations  kk — — ; ce  qui  donne  les 


deux  laéleurs  xx— ♦-ex. 


1 


-♦-ce, 


&XX-+CX. 


-+-CC. 


si  2 M — H I =7,  on  aura  le  faéleur  R=x^— Hwcx^ 
— ♦-«f*  X*— ♦-wr^x— ♦-f^  , & les  équations 
n—\-k>rt~Oy  8<.  m—^k i y au  lieu  à^p—^k» 
-4-w=i,  par  ce  que  dans  ce -cas  p = m.  de  ces  trois 
équations  combinées  on  tire  celle-cy  — kk—2k—*-i=» 
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2:7 

Si  2,u— on  aura  le  faflîur  2?.  = .'e‘*— 

—t-ncx*—hpc^x^-*-fic*x^~t-mc^x—i-c^y  8c  les  équations 
m—hk— 1 -,  f> -hkf»==o^  p—i-kn~i-m~i  ^ 8cfj—t-kp 
— }-»  = i,  ou  2>i-+kp=.i  ■ d’ou  l’on  déduit  l’equa- 
liou  — ^kk-+ik—i-i—o^  qui  eft  divifible 

par  ^ — I =0,  & qui  a pour  quotient  k' — 3 k — i ='»; 
on  aura  donc  pour  un  des  fa£lcurs  doubles  le  trinôme 
x*-4-fx-+-cT,  & on  déterminera  les  trois  autres  fave- 
urs par  lestrcMS  racines  réelles  de  Fequation^^  — Zk  — i 
= 0,  qu’on  peut  refoudre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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Solution  du  second  Cas  par  la  cluatrie- 
me  Méthode.  Suppofant  que  le  trinôme  indétermi- 
né XX  — 2 ex.  Cos.  N-+CC  foit  un  faéleur  du  binôme 
— c' , & que  x = f.  Cos.iy/’-t- c . Sin.IV.  V — i,on 
fubftituera  dans  ce  binôme  c' . Cos.\N~hc^.  Sin. 

au  lieu  de  x*',  & on  en  déduira  les  deux 
équations  c" . Cos.  — c’'  = o,  &c''.  Sin.  AN.  — i 

= 0,  ou  Cos.  AN=i,  & Sin.  \N—o.  Cette  fécondé 
équation  efl:  une  confcqucnce  de  la  première,  comme 
il  faut  qu’elle  le  foit,  puifqu’on  n’a  qu’une  feule  incon- 
nue Cos.  AT  a déterminer.  Or  en  prenant  zM  pour 
un  nombre  pair  quelconque  & tt  pour  la  demie  circon- 
férence du  cercle  dont  le  rayon  eft  l’unité,  on  a tou- 
jours Cos.  2 M-n  = i ; donc  , puifque  Cos.  A N=  i , 
on  aura  Cos.  AN=.  Cos.  zM-n",  l’arc  AJV=2M-7r, 
& donc  en  fubllituant  au  lieu  de  N 

dans  le  trinôme  xx  — zcx.  Cos.  N— hcc  y on  aura  la 
formule  generale  pour  trouver  les  faéleurs  réels  doubles 
du  binôme  x*'  — c^  , en  mettant  fucceflivement  dans 
cette  formule  tous  les  nombres  pairs  pas  plus  grands 
que  A au  lieu  de  2M;  car  il  eft  inutile  de  fubftituer 
des  nombres  pairs  plus  grands  que  A , par  ce  qu’ils 
rendent  les  mômes  Cofinus,  que  les  nombres  pairs  qui 
ne  font  pas  plus  grands  que  A. 
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Il  faut  remarquer  que,  fi  l’on  fubftltue  zéro  au 

Heu  de  2 M dans  la  fraflba  elle  devient  zéro, 

^ ^ _ 

& par  conlequent  Cos.  — — = Cos.  o = i , ce  qui 

change  la  formule  en  un  quarré  *x  — 2cx-+cc  = a, 
dont  la  racine  x — c eft  un  fa£lcur  firaple  du  binôme 
X*'  — c',  quoique  ce  quatre  n’en  foit  point  un  fafleur 
double.  De  môme  lorfque  A eft  un  nombre  pair,  & 
qu’on  fubfiitue  A au  lieu  de  2 M dans  la  formule , on 
a Cos.  — Cos.  — I,  ce  qui  change  La  for- 

mule en  un  quarré  xx-+-2rx— frc=o,  dont  la  raci- 
ne X-+C  eft  un  faiEleur  fimple  du  binôme  — c', 
quoique  ce  qu.arré  n’en  foit  pas  un  fafleur  double. 


TABLE 

DES  FACTEURS  DU  BINOME  x^  — c' 
CONSTRUITE 

PAR  LA  QUATRIEME  METHODE. 

BINOMES- 

ij  FACTEURS- 

i 

k X C 

9 

^ XX 2 c X . Cos.  — TT— t- ce 

> 

rx  — c 

A + 

X —C  ••• 

|x-hc 

1 

f 

2CX,  Cos.  — hrr 

1 
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PROBLEME  II.  Trouver  tous  les  facteurs  réels  fim- 
ples  ou  doubles  du  trinôme  general**^ — z bc^  ^ 

dans  lequel  h eft  un  nombre  pofitif  ou  négatif. 

Cas  I.  Lorfque  le  dernier  terme  eft  négatif,  ou 
Ou  a dans  ce  cas  l’ équation  — 2 c' = 
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«■*%  qui  donne  1 , donc  le  trinôme 

fe  refout  en  deux  binômes  réels  — h —*•  cW/jé-i-i, 

8c  x'  — bc^ — c’"  bb-^  I , dont  on  trouve  les  fafleurs 

réels  par  le  problème  precedent. 

Cas  II.  Lorfque  le  dernier  terme  eft  pofitif,  00 
On  a dans  ce  cas  l’ équation  — zbc'  x’'  = 
— qui  donne  — b c" c'  b b — i , quan- 

tité réelle,  lorfque  b n’eft  pas  plus  petit  que  l’unité, 
& dans  ce  cas,  comme  dans  le  premier,  le  trinôme  fe 
refout  en  deux  binômes  réels  x*' — b^-^-c"  b b — i 

icx' -—bc^ \f  bb—~i  ^ dont  on  trouve  les  fafleurs 
par  le  problème  precedent. 

Cas  III.  Lors  que  dans  le  fécond  cas  le  nombre 
b eft  plus  petit  que  l’unité.  La  quantité  ^ de- 
vient en  ce  cas  imaginaire  Sc  il  faut  avoir  recours  a d’au- 
tres méthodes  pour  trouver  les  facleurs  réels  qu’on  cherche. 

CLXV. 

Solution  du  Cas  III.  par  la  seconde  Mé- 
thode GENERALE.  On  fuppofera  que  le  trinôme  réci- 
proque — •2/éc^x^-+-c^''eft  le  produit  du  trinôme  rs- 

ciproque  xx-t-/(jrx-+-cc  multiplié  par  le  polynôme  récipro- 
que R,  ou  x*^— *— »-wcx**“^— t-;;c*x**  * —hpc^ 

j 

G ^ 

^ O 
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& que  tous  les  termes  de  ce  produit  font  égaux  aux 
termes  correfpondans  du  trinôme  — , 
par  ou  l’on  aura  les  équations  w— w— t-i 
= o,p— t-w  = o,  Sic.  jufqu’a  ce  qu’on  foit  arrivé 
a l’equation  qu’on  tire  du  terme  mitoyen  — 2 /é  c x'' . On 
trouvera  par  la  comparaifon  de  ces  équations  les  valeurs 
réelles  de  k,  qu’on  fublHtuera  dans  le  binôme  xx—h^cx 
—Hcc,  pour  avoir  les  fafleurs  réels  du  binôme  proposé. 

Exemple  I.Pour  refoudre  le  trinomex^ — ibc^x^ 
— On  fuppofera  que  fcs  deux  faéleun  font  xx-hkcx 
H-ff,  8c  X X — f X — i-rr,  dont  le  produit  comparé 
avec  le  trinôme  proposé  donnera  deux  équations  tn-\-k 
=0,  Siz  -hkm  — — zh.  On  tire  de  ces  équations 
m ——kj  Si  Z — kk~  — zhy  ou  Si 

V 2 -f  2 ^jDnncIcsdeux  faéleurs  feront  xx—f- ex V z —h  2 b 

—hcc  J Si  X X — fxV  2-4-2^— t-fC. 

« 

Exemple  II.  Pour  le  trinôme  x^ — zbc^x^—hc^ 
on  fuppofera  que  fes  fa£leurs  font  xx-+^fx-t-fc,  & 
.v'*  H- ;wfx^ -4-«c^  X* c^x-j-c'^;  leur  produit  com- 
paré avec  le  trinôme  proposé  donnera  les  équations 
r.i—hk  — o.,  fI=o,  Si  zm  = — 2b; 

d’ou  l’on  déduit  »;  = — k,n  = kk  — — zk-h 

zb=zoy  équation  du  troifieme  degré,  par  Liquelle  on 
trouve  trois  valeurs  réelles  de  & qu’on  peut  refoudre 
par  les  Tables  des  Sinus. 
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Exemple  III.  Pour  le  trinôme  — zic*x*  > 
en  fuppofant  **  = z,  & c*  = i , on  en  fait  le  trinôme  z'*’ 

— Z h h"  7^  — h^'^jdont  les  faveurs  font  7.%-\-bz\f  z-+zb 
b b ^ & %7  — b7.^z-\-zh—>rbb.,  oux^  — f. 

c*  X*  V^2  — 1-2 lè— & x'^ — c*  X*  2 — I-  2^  — . on 

refont  le  premier  de  ces  trinômes , comme  dans  l’ exem- 
ple premier,  par  les  équations  tn-\-k~o^  f<  z—hk>n 
= V^2— 1-2)^,  d’ou  l’on  déduit  kk  ~ 2 — • 

\f  z-i-z  b ^ & k ==^  2—  ^ 2— \-z  b . Le  fécond 

trinôme  fe  refout  par  les  équations  & 2-+  km 

~ — “sf  2-^zb  ^ d’ou  l’on  déduit  2— l-V^2— 1-2 

& k =rh/^2-4-V^  z-^zb. 

Exemple  IV.  Pour  le  trinôme  x’°  — 2 +• 

c'°,  on  prendra  les  deux  faflcurs  xx— +-^cx— t-cc, &x* 
— H me -^-nc^  x^-^-pc^  x' —^qc^ —^nc^x^  —H 

me'  X— Hc  ,dont  le  produit  comparé  donnera  les  équations 
tn  -H-  k = 0 , « — m —H  I =10  y P ^kn-+m  = 0,  q — ♦*  kp 
—^n  — OyZp—^kq  — — 2 b ^ d’ou  l’on  tire  »;  = — /e,  n 

= kk — !,/»= — k^-*-2kyq=k* — zkk^i  ^ k'' 

— 5^^-H-5^-l-2i&  = o,  équation  du  cinquième  degré 
qui  donnera  cinq  valeurs  réelles  de  & qu’on  peut 
refondre  par  les  Tables  des  Sinus. 
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TABLE 

DES  FACTEURS  RÉELS 
DU  TRINOME  GENERAL 

PAR  LA  SECONDE  METHODE. 


TRINOMES. 


FACTEURS. 


J" 


.Si. 


h n’etant  pa<î5J(2^  v’^  — ^ ^ -+<^  Sf  h h 

plus  [Ktit  Ÿ “2^"  * ^ K . 
que  l'unlte'.  L L* 

4 , . , 4 ^KX-^CxSf  b-+CC 

f **  — cJeV  z-\.%h~+cc 


— 


-c'  ^ hh-hi 


S.k'—Sk’+Zb:^ 


Cas  III. 
i étant  plus 
petit 

que  Tunité. 


xx-¥cxr  2 V 2— »-2;é— I-fC 


XA( Cxt  2 


xx-H-x 


r 2 \f  2—^2b—i-CC 

2-^Sf  2-^2b—¥CC 
2-^Sf  2— h2;é— Kr 


2bc  X 


x*-4-^f*— I-rt 


. ..&^  —5^  — 4-5^'^2ié=0 
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CLXVI. 

Solution  du  troisième  cas  par  la  qua- 
trième METHODE.  Puifque  dans  ce  troifieme  cas  le 
nombre  donné  h efl  plus  petit  que  l’unité,  on  peut  le 
fuppofer  égal  au  Cofinus  d’un  angle  donné  que  nous  d*- 
fignerons  par  H;  ainfi  le  trinôme  a refoudre  fera  — • 

2 . Cos.  H-+  . Or  fuppofant  que  — 2 c x. Cos. 

JST— i-cc  = o foit  le  faéleur  double  indéterminé  qu’on 
cherche,  on  aura  x = c.Cos.lV-}.f.Sin.A/'. 

. Cos.  2 A . Sin.  z\N.^  — i ; 2 x*^ . Cos.  H 

— 2 . Cos.  H.  Cos.  \N-+  Cos.  H.  Sin.  A A”.  V—  i , 

& par  la  quatrième  méthode  les  deux  équations  £■**■. 
Cos.  2 A N — 2 c*^.  Cos.  H.  Cos.  A N —hc*^=zo  ; c*'’  Sin. 
2 an.  — I — 2 . Cos.  H.  Sin.  A N.  V — 1 =0 , ouCos. 

2 A N — 2.  Cos.  H.  Cos.  XN~  — i , 8c  Sin.  2 A N=  2. 
Cos.  H.  Sin.  A N.  Mais  on  a toujours  Cos.  2 A N.  = 2. 
Cos.  AN  — I ; Donc  en  fubftituant  cette  valeur  de  Cos. 
2 AN  dans  la  première  équation,  on  aura  2.  Cos.  A N 

— I — 2.  Cos.  H.  Cos.  A N= — 1 ; par  confequent  Cos.  A N 
= Cos.  H.  on  trouve  la  mefme  chofe  par  la  fécondé 
équation;  car  on  a toujours  Sin.  z^N—z.  Sin.  A N, 
Cos.  AN,  8c  en  fubftituant  cette  valeur  au  lieu  de  Sin. 
2 A N dans  la  fécondé  équation , on  trouve  2.  Sin.  A N. 
Cos.  A N=  2.  Cos.  H.  Sin.  A N par  confequent  Cos.  AN= 
Cos.  H;  ce  qui  fait  voir  que  la  fécondé  équation  cft 
une  fuite  de  la  première. 
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Maintenant  fi  on  fuppofe  que  2 M foit  un  nombre 
pofitif  quelconque  & tt  la  demie  circonférence  d’ un  cer- 
cle dont  le  rayon  eft  T unité,  on  aura  toujours  Cos. 
( 2 Mtt  h)  = Cos.  H,  quelque  foit  l’arc  H;  donc  Cos. 
KN=Cos.{2  MyrztH);  par  confequent  KN=.2M-nr 
r±H  donc,  fi  ou  fubfiitue^-^^.^:^—  au 

lieu  de  N dans  le  trinôme  «x  — 2 ex. Cos.N— t-cr,  on 
aura  xx — 2 ex.  Cos. 
generale  des  faéleurs  réels  doubles  du  trinôme  proposé 

2e'‘x'^.  Cos.  H -h  e*’^;  & on  trouvera  ces  differens 

fafleurs  en  mettant  fuccelfivement  dans  la  formule  tous 
les  nombres  pairs  pas  plus  grands  que  \ au  lieu  de  2 M; 
Car  il  eft  inutile  d’en  fubftituer  de  plus  grands. 

Exemple. On  veut  trouver  les  deux  fâéleurs  réels  dou- 
bles du  trinomex^ — . 2c*x*.Cos.  H— 4-c^.  On  a A=2,  & 
en  fubftituant  d’abord  zéro  au  lieu  de  2M  dans  la  formule 
generale  xx— 2 ex.  Cos.  ^ J-rr,  elle  devient x x— 

H H 

2cx.C0s.rt  — — 2CX.COS.  — -t-cc;  par  ce  que 

2 * 

Cos.  r±-^=Cos. en  fubftitu.ant  enfuite  2 au  lieu  de 
2iV^,  on  auraxx  — 2cx.Cos.^^i^^— H'c=xx-4-2c.x.Cos. 
-J -4-cr;  par  ce  queCos.^-^=îr4)= — Cos.-^.  Il  feroit 
inutile  de  fubftituer  4 au  lieu  de  2 M,  car  la  formule 
deviendroit  x x — 2 c x . Cos.  ^2  — ~^“^*c  c—  x x — 2 c x- 

Cos.  ri  -H-  c c , cODunc  auparavant . 


î Wt. 


•cc 


pour 


la  formule 
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CLXVII. 

PROBLEME  III.  Trouver  tous  les  fafleurs  réels  fim- 
ples  ou  doubles  du  quadrinome  general  —h 

En  faifant  *^  = z,  & c^=l>y  on  cangera  le  qua- 
drinome  general  en  une  équation  du  troifieme  degré 
zzt , qui  aura  toujours  au  moins 
une  racine  réelle,  comme  z = rt/7,  qu’on  trouvera  par 
les  méthodes  connues;  on  divifera  enfuite  cette  équa- 
tion par  le  faflcur  zz+a  — o^  & on  aura  pour  quo- 
tient exaél  un  trinôme,  ou  une  équation  du  fécond 
degré  de  la  forme  z^ bz-i-B  b^  =o  ; ou  remet- 
tra dans  ce  trinôme  & dans  le  binôme  zz+a  les  va- 
leurs de  Z & de  & on  aura  pour  faéleurs  réels  du 
quadrinomc  proposé  le  binôme  ~j  a ^ & le  trinôme 
—i-A'c^x^—irBc^’'y  qu’on  decompofera  dans  leurs  faise- 
urs réels  fimples  ou  doubles  par  les  deux  problèmes 
precedents. 

CLXVIII. 

Problème  IV.  Trouver  tous  les  faileurs  réels  du 
quinome  general  ou  du  polynôme  de  cinq  termes  x'*'' 

On 
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On  fuppofera  comme  dans  le  problème  precedent 

& on  changera  le  quinome  proposé  en 
une  équation  du  quatrième  degré  -^Bh' 7^ 

— +-C^  =0.  Lorfque  le  dernier  terme  de  cet- 

te équation  fera  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  raci- 
nes réelles,  qu’on  trouvera  par  les  méthodes  connues, 
& qui  donneront  deux  faéleurs  réels  de  cette  même 
équation.  On  divifera  enfuite  toute  1’  équation  par  le 
produit  de  ces  faéleurs,  & le  quotient  exaft  fera  un 
trinôme  réel  du  fécond  degré.  On  aura  donc  par  la  pour 
facleurs  réels  de  l’ équation  du  quatrième  degré  deux  bi- 
nômes fimples,  & un  trinôme  du  fécond  degré,  & en 
remettant  dans  ces  faéleurs  » au  lieu  de  z,  & au 
lieu  de  on  aura  trois  fcéleurs  de  la  forme 
& A'  c' ^ qu’on  decompofera  en  leurs 

faéleurs  réels  fimples  ou  doubles  par  les  problèmes  pre- 
cedents. 

Lorfque  le  dernier  terme  b de  l’équation  du  qua- 
trième degré  fera  pofitif,  on  pourra  toujours  la  refoudre 
en  deux  équations  du  fécond  degré  ^ ou  en  deux  trinô- 
mes réels  doubles,  comme  nous  l’avons  démontré.  En- 
fuite  après  avoir  mis  au  lieu  de  z , & au  lieu  de 
b dans  ces  deux  trinômes,  on  les  decompofera  par  le 
problème  precedent. 
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CLXIX. 

Corollaire.  Le  fextiaome  general,  ou  le  poly- 
nôme de  fix  termes 

-+Dc^’'x*' rtc^’^fe  change,  par  les  fubflitutions  de  z au 
lieu  de  x^,  & de  ^ au  lieu  de  c*'  , en  une  équation  du 
cinquième  degré,  qui  a toujours  au  moins  une  racine 
réelle,  qu’on  trouvera  par  les  méthodes  connues  de  cal- 
cul ou  de  conllruélion.  On  divifera  enfuite  cette  équa- 
tion par  le  fafleur  fimple  que  donne  la  racine  trouvée , 
& on  la  réduira  a une  équation  du  quatrième  degré, 
qu’on  decompofera  par  le  problème  precedent. 

CLXX. 

PROBLEME  V.  Trouver  tous  les  faéleurs  réels  ftm- 
ples  ou  doubles  du  feptinome,  ou  polynôme  general  de 
fept  termes  t-C 

On  réduira  ce  polynôme  en  une  équation  du  G- 
xierae  degré  par  la  fubllitution  de  z au  lieu  de  x'* , & de 

b au  lieu  dec',  on  refoudra  enfuite  cette  équation  en 
fadeurs  réels  fimples  ou  doubles,  & après  avoir  reftitué 

dans  ces  fadeurs  x’’  au  lieu  de  z,  & c^’au  lieu  de  on 
les  decompofera  par  les  problèmes  precedents. 


Digitized  by  GoogI 


I.  Partie.  Chap.  IV.  243 

Cas  I.  Lorfque  le  dernier  terme  de  l’equatioii  du 
fixieme  degr^  eft  négatif,  elle  aura  au  moins  deux  ra- 
cines réelles,  qu’on  trouvera  par  le  calcul,  ou  par  con- 
ftruéHon.  On  divifera  enfuite  l’ équation  du  fixieme  de- 
gré par  le  produit  des  deux  faveurs  que  donnent  les 
deux  racines  trouvées,  8c  le  quotient  de  cette  divifion 
fera  une  équation  du  quatrième  degré,  qu’on  refoudra 
par  le  problème  precedent  en  faéleurs  réels  fimples  ou 

doubles.  Enfuite  après  avoir  remis  dans  ces  faéleurs 
au  lieu  de  «,  & c’'  au  lieu  de  />,  on  les  decompofera 
par  les  problèmes  I.  & II. 

Cas  II.  Lorfque  le  dernier  terme  de  l’equation  du 
fixieme  degré  fera  pofitlf,  on  pourra  encore  la  divifer 
par  un  trinôme  de  deux  dlmenfions . Car  que  x^  -t- 

nc^  x^—i-pc^  x' —hqc^  x' -\-rc^  x—\~c^  = 0 foit  l’equation 
generale  du  fixieme  degré,  dont  on  a fait  difparoitre 
le  fécond  terme,  8c  dont  le  dernier  terme  eft  pofitif; 
ayant  fupposé  que  le  trinôme  indéterminé  xx  — zax-+- 
aa-k-bb  eft  le  faéleur  réel  de  deux  dimenfions  qu’on 

cherche,  que  xz^a—^bsf — i , & m'=zaa—bb  ^ on 
fubftituera  dans  l’ équation  du  fixieme  degré  au  lieu  de 

*,  & de  fes  puiffances  le  binôme  a-¥b^  — i , & fes 
puiffances,  qu’on  trouvera  par  la  table  de  la  troifieme 
méthode,  comme  on  le  voit  icy 
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-H- 12/  rn'  — iza^  m-^6am^  bsf  — i 
•-+-  % mhsf  — \ 

— 8 «5  ^ V 

n c*  x’  ■=.nc’  >w*  -4-4  w*  4»c*  — <-4  w r *4  »j  bV^i 

3 P c"  am  i p -^pc^ mè  V — l 

-^■Ipc^  bV — I 
qc^x*~qc^m  •^%qc*ab'^ — \ 

rc' X —rc^  a "+rc^^V — ’l 

6 __  6 
C =C 

& on  aura  les  deux  équations  fui  vantes: 

6 a — +■  ( 8 —¥■  a —h pc^  ) m — 8 — +•  2 p c^a* 

4 5 

-~\-Zqc  a—¥rc  =0. 

2 /-!-«£■*) W*H-( 1 2rt^-t-4»C*<»*-+3/>C^^ 

~-i-qc^)m — -4»c*rt^  — zpc^  -hrc^  a-hc^=.o. 

En  fuppofant  ia  a -hpc^  =zA;  — Za'  ~i-zp c^a* 

-4-  2 qc*  a ~^-rc^  = B ; l 2 <»*  — 4-  « c*  = C / — i 2 — J» 

4»c^a'-h?pc^  a~hqc'^:=zD;  — 4«c*/ — 2pc^J~-t- 
rc^ a-hc^  = E ; les  deux  équations  feront  6am^-t-Am 

~4-  S = 0 , & ;n  —4;  C m -4-  D m —4-  E :=  0 ’ en  les  com* 
parant  entr’elles  on  trouve 

^ î6aaE-*-AB  — 6aBC 

ù ^ A C — A A -t-  6 a B — ^6  a*  Ji 
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Sc  en  fubflituant  cette  valeur  de  m dans  l’equation 
6 /t  -~i- A —h  B 0 ^ 8ç  reduilànt  en  tn^mc  denomù 
nation,  on  trouve 

6 a ( ^6  a a E -i-  A B — 6 a B CŸ  —i-AÇ  ^6  aa  E — j. 

AB—^6aBC)  X {6aAC-^AA-i-6aB  i6a^D) 

•H-  B (^6  ^ A C A A — I-  6 a B ^ 0 • 

Il  feroit  fort  long  de  développer  cette  équation  par  la 
fubftitution  des  valeurs  refpeftives  àeAyB,C,DyE. 
On  peut  plus  facilement  trouver  en  particulier  le  terme 
qu’on  voudra;  par  exemple,  le  premier  terme  ou  fe 
trouve  la  plus  liaute  puilTance  de  l’inconnue  a;  le  der- 
nier terme  qui  n’cft  point  affeélé  de  o;  le  penultieme 
terme  ou  fe  trouve  <7;  celui  qui  précédé  le  penultieme, 
ou  fe  trouve  le  quarré  , & ainfi  des  autres.  Car 
pour  trouver  le  premier  terme,  on  n’a  qu’a  conferver 
dans  les  valeurs  de  A^  B ^ C ^ D ^ E le  terme  ou  fe 
trouve  la  plus  haute  puiflance  de  /»,  & effaçer  tous  les 

autres,  c’eft  a dire,  fuppofér  A—^a^-^  J5= — 8/*^; 

C=12t»*;  D = — 12/7^;  E ~ a*  ^ & après 
avoir  mis  ces  valeurs  au  lieu  de  A^  B,  C,  D,  E 
dans  l’equation , effaçer  les  termes  , ou  la  plus  haute 
puiffance  de  A ne  fe  trouve  point.  On  trouvera  de 
cette  maniéré  que  le  premier  terme  de  l’equation  de- 
'veloppée  eft  — - 35. 8. 8. 8. 8. 8./7’^. 
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On  cherchera  le  dernier  terme  de  l’equation  déve- 
loppée en  effaçant  dans  l’equatlon  non  développée  toutes 
les  quantités  qui  font  multipliées  par  /»,  ou  par  fes 
puiffances;  ce  qui  réduira  cette  équation  a A. AB. 
{-^AA)-^-B.  ( — ou  a —'A*B-hA*B^ 
par  ou  l’on  voit  que  le  dernier  terme  de  l’equation 
développée  cfl  zéro.  On  cherchera  le  penultieme  ter- 
me, en  effaçant  d’abord  dans  l’cquation  non  développée 
les  quantités  qui  font  multipliées  par  en  fuppofant 
enfui  te  A=^  n a —h  p • B ;=  zq  a— h rc^  • 

D=z  ^ pc^  a—hqc*  ;E  = rc^  a—hc^ , & après  avoir  fub- 
ftitué  ces  valeurs  dans  l’equation  non  développée,  on 
effaçera  tous  les  termes  ou  fc  trouvent  «*,  &c. 

& ceux  ou  a ne  fe  trouve  point,  il  ne  doit  relier  a- 
près  cela  que  le  penultieme  terme,  qu’on  trouve  encore 
égalé  a zéro.  Si  l’on  cherche  de  la  môme  maniéré  les 
termes  ou  fe  trouve  <j*,  ou  celui  qui  précédé  le  penul- 
tieme, on  trouvera  qu’il  n’eft  point  zéro. 

Ainfi  l’equation  développée,  qui  etoit  du  dixfep- 
tieme  degré,  & dans  laquelle  les  deux  derniers  termes 
s’evanouïffent , fe  réduira,  en  la  divifant  par  «*,  a une 
équation  du  quinzième  degré,  qui  aura  au  moins  une 
racine  réelle,  qu’on  pourra  trouver  au  moins  par  con- 
flruèlion,  & par  laquelle  on  trouvera  la  valeur  réelle 
de  m,  au  moyen  de  l’equation 
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^6  aa  E -é- A B 6 a B C 

ff]  2 • 

6aAC  — AA-t-6aB  — i6.i‘^  D» 

fc  puis  celle  de  par  Tequation  bb:=.aa  — m.  Donc 
en  fublHtuant  ces  valeurs  réelles  au  lieu  de  & de 
b b dans  le  trinôme  xx — <z  ax^a  a—¥b  b ^ on  aura  un 
faéleur  réel  double  de  l’equation  du  fixieme  degré , 
qu’on  réduira  par  la  divifion  a un  quotient  du  quatriè- 
me degré,  & on  refoudra  ce  quotient  en  fafleurs  réels 
par  le  problème  precedent;  ce  qui  donnera  la  decompo- 
fition  du  polynôme  general  de  fept  termes. 

CLXXI, 

Remarque.  On  volt  par  les  Problèmes  que  nous 
venons  de  refoudre  qu’on  peut  toujours  réduire  les  po- 
lynômes generaux  a des  équations , dans  lesquelles  la 
plus  haute  puiflance  de  l’inconnue  a pour  expolànt  le 
nombre  des  termes  du  polynôme  moins  l’unité,  & que 
la  decompofition  de  ces  équations  donne  celle  des  poly- 
nômes generaux.  On  fait  encore  que  les  équations  de 
dimenfion  impaire  ayant  au  moins  une  racine  réelle 
qu’on  peut  trouver  par  le  calcul,  ou  au  moins  par  con- 
ftruélion,  peuvent  fc  réduire  par  la  divifion  a des  équa- 
tions de  dimenfion  paire,  & qu’ainfi  tous  les  problèmes 
fe  reduifent  a la  decompofition  des  équations  de  dimen- 
fion paire,  C’cft  de  la  polTibilité  d’une  telle  decompo- 
fition, que  dépend  cette  belle  propofition  qu’on  fuppofe 
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communément  dans  le  calcul  intégral,  par  laquelle  on 
alTure,  que  l’intégrale  d’une  telle  formule  différentielle 
ou  P & expriment  des  fonélions  rationelles 
quelconques  de  »,  fe  peut  toujours  trouver  algébrique- 
ment, ou  par  les  logarithmes,  ou  par  des  arcs  de  cer- 
cle. Or  nous  avons  démontré  dans  les  deux  premiers 
Articles  de  ce  Chapitre,  qu’on  peut  toujours  intégrer 
abfolument,  ou  par  le  cercle  ou  l’hyperbole  toute  for- 
mule rationelle,  dans  laquelle  le  dénominateur  eft  re- 
duflible  en  faéleurs  fimples  ou  doubles;  & de  plus  nous 
avons  fait  voir  dans  le  troifieme  Article  la  polTibilité 
de  cette  refolution  dans  un  polynôme  general  rationel; 
il  ne  peut  donc  relier  aucun  doute  fur  la  Iblidité  de 
cette  demonflration . Cependant,  comme  cette  vérité 
eft  très  importante,  il  fera  a propos  de  la  confirmer  par 
des  principes  tirés  du  Chapitre  precedent,  après  avoir 
rappellé  en  peu  de  mots,  & comme  récapitulé  l’etat  de 
la  propofition. 

Une  fonélion  algébrique  rationelle  quelconque,  tel- 
le que B -t- C -+  8cc.  contient 
des  fâéleurs  fimples,  comme  *— »-<ï,x— t-c,  Sic. 
jufqu’au  nombre  de  termes  w,  ce  qui  eft  connu  par  les 
Elemens  de  l’Algebre.  On  fait  aulTi  que  toutes  les  fon- 
élions  algébriques  de  cette  forme  ne  font  pas  toujours 
refolubles  en  faéleurs  fimples  réels . U arrive  fouvent  que 

quel- 
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quelques-uns  ou  peut-eftre  tous  font  des  quantités  ima- 
ginaires . Mais  il  eft  démontré  dans  l’Algebre  que  lorfqu’une 
équation  a des  fafleurs  ou  racines  imaginaires,  leur 
nombre  eft  toujours  pair;  donc  une  fonflion  Algébrique 
quelconque  de  la  forme  precedente  fera  toujours  redu- 
élible  en  faéleurs  trinômes,  dont  le  nombre  fera 
fl  m eft  un  nombre  pair;  mais  fi  m eft  impair,  l’ équa- 
tion contiendra  faéleurs  trinômes , & de  plus  un 

Z 

faéleur  fimple.  On  aflure  ordinairement  que  la  rcfolu- 
tion  d’ une  fonélion  Algébrique  rationelle  en  faflcurs 
trinômes  eft  tellement  poftible,  que,  fi  m eft  un  nom- 
bre pair,  on  a des  faéleurs  trinômes  réels,  &,  fi  eft 
impair,  on  a outre  les  facteurs  trinômes  réels  un  faéteur 
fimple  aulR  réel.  Il  eft  vrai  que,  lorfqu’une  équation 
n’a  que  deux  faéteurs  fimples  imaginaires,  le  produit 
eft  neceflairement  réel;  car  le  produit  de  ces  deux  fa- 
veurs multiplié  par  le  produit  de  tous  les  autres  qu’on 
fuppofe  réels,  doit  rendre  1’  équation  proposée  & par 
confequent  une  quantité  réelle;  ce  qui  feroit  impolfible; 
Si  le  produit  des  deux  fafleurs  imaginaires  n’etoit  pas 
réel.  En  general  quelque  foit  le  nombre  des  faéleurs 
imaginaires  d’une  équation,  leur  produit  doit  eftre  ne- 
ceflâirement  une  quantité  réelle;  mais  la  difficulté  con- 
fifte  a démontrer  que  toute  équation  Algébrique  com- 
posée d’ un  nombre  quelconque  de  fafteurs  fimples  ima- 
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ginaires  peut  toujours  fe  refoudre  en  trinômes  réels.  Ceft 
ce  que  nous  tacherons  de  faire  en  n’employant  que  les 
principes  du  chapitre  precedent. 

Puifque  le  nombre  des  faéleurs  imaginaires  eft  tou- 
jours pair,  il  s’enfuit  que,  m étant  impair,  la  fraélion 
proposée  a au  moins  un  faéleur  réel . Soit  ce  faéleur 
x-i-z  8a  fuppofons  que  la  fonélion  dcfignée  parXfoit  divi- 
sée par  *-+*,  on  aura  une  fonfljon  f de  dimenfion  paire 

du  degré  m — i,  *—*-«.  Il  fuffit  de  faire 

voir  que  la  fonélion  generale  r.  de  dimenfion  paire  eft 
reduérible  en  fafleurs  trinômes  réels;  ce  qui  ne  fouffre 
aucune  difficulté,  que  quand  1’  équation  a des  racines 
imaginaires . Soit  donc  dans  la  fonélion  X de  dimenfion 
paire  un  nombre  de  faéleurs  imaginaires  reprefenté  par 
2»,  nous  ferons  voir  que,  fi  x-{-p  eft  un  fafleur  ima- 
ginaire de  la  fonflion  X,  il  y a toujours  parmi  les  au- 
tres faéleurs  imaginaires  un  tel  faéleur  qui  étant  mul- 
tiplié par  X— produit  un  faéleur  trinôme  réel.  Soit 

pour  cela  x—^a—^bsf — i un  fafteur  imaginaire  de 
la  fonélion  X;  Nous  avons  démontré  que  toute  quan- 
tité imaginaire  peut  fe  réduire  a cette  forme;  foitx-+-w 

— 4-zV^  — I l’autre  faéleur  imaginaire,  lequel  multiplié 
par  le  premier,  eft  fupposé  donner  un  produit  réel;  le 
produit  de  ces  deux  faéleurs  fera 
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— i-  4 J»  —\r  a U 

-+^x  V — I — — I 

—¥ux  — I 

— HxxV'  — 1 — bx 

Or  il  eft  clair  que  ce  produit  ne  peut  eflre  réel,  a 

moins  que  z , & w ne  foient  tels  que  — i — 

zV^  — 1 = 0,  &de  même  bu"^  — i—¥ax^  — 1=0, 
ce  qui  fournit  deux  équations  d’ou  l’on  tire  z= — b, 
8c  U =: a;  d’ou  il  fuit  que  le  faéleur  imaginaire  qui 

fait  avec  x-4-a-^bV — i un  produit  réel  ne  peut  ê- 

tre  que  x-\-a — b^ — i.  Il  faut  donc  démontrer  que, 

Si  * -4-  4 -t-  ^ V"  — I eft  un  faéleur  de  la  fonélion  X, 

le  faéleur  x— 1-4  — b^  — i eft  necelfairement  un  autre 
faéleur  de  la  même  fonflion. 

Soit,  par  les  theoremes  du  chapitre  precedent,  a 
~f.  Cos.  ç,  8c  b yf  — 1=/'.  Sin. 9 . V — i , on  aura 

ç = Arc.  Cotane.-^,  & /= : Donc  le  fa- 

^ ^ b ■>  J Coi.  Arc.  Cotans. 

fteur  x-^a-^-bsT  — i pourra  être  reprefenté  par  x 
-+/  Cos.  9 —1-/1  Sin.  9 . V — I , fuppolant  9 un  arc  de 
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cercle  dont  la  cotangente  eft-^,  le  rayon  i , &/ expri- 


mant la  quantité 


4 


Çoj.  Arc,  Qa^ng, 


J 


Si  x-+f.  Co3.  ç— t-yl  Sin.  ç>.  V — i eft  un  faéleur  de 
la  fonélion  A",  on  fçait  qu’en  fubftituant  — Cos.  ç -h 

f.  Sin.  9 V — I ) a la  place  de  x la  fonélion  doit  deve. 
nir  = o;  or  cette  fubftitution  eft  aisée  a faire,  car  nous 
avons  ( Art.  lxxv.  ) 

* = — /(  Cos.  9 -1- Sin.  9 V"  — I ) 

»*=/*( Cos.  2 9-+ Sin.  2 9.  V — I ) 

x^—  f (Cos.  3 9-4- Sin.  3 9.  V — I ),&  en  general 

*’"=^y"(Cos. »»9-+Sin. OT9,  V"  — I .) 

Donc  en  fubftituant  dans  le  polynôme  general  «”-+ 

MX  -4-ccc.  on  aura 

-+/” . Ços.  Cos.  m — 1 . 9 -+  5 * Cos, 

m—2-9 -+  C/"',Sin.  m Sin.w— i . 9 

-+5/'”-*.Sin.w — 2.9 en  faifant 

/”.  Cos.  mf-^A . Cos.  w — i . g>~h£ /”-* . Cos. 

^—2-9 = M,  &/'”.Sin.w9— Sin. 

— 1 . 9 -+  . Sin.  w — 2 .9 AT,  on 
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auraM— l-A/’V — i =0;  Or  fi  M— t-AT V — 1=0,  il 
s’enfuit  queM=o,  & AT=o;  car  autrement  on  auroit 

nV^  ==—M,  c cft  a dire,  une  quantité  réelle 
égalé  a une  quantité  imaginaire,  çe  qui  e(l  contradi» 
£loirc;  Donc  puifque  M=o,  & N==o,  non  feulement 

M-i-N^ — 1=0,  mais  encore M — JvV — 1=0. 

Il  faut  maintenant  obferver  fi  le  faéleur  fimple 

qui  devient  * — I-  Cos.  9 — yi  Sin.  9 . 
y/  — I , Sc  qui  eft  le  feul , lequel  étant  combiné  avec 
le  premier  peut  rendre  un  produit  réel , cft  aufti  faéleur 
de  la  fonélion  X’  il  fuffit  pour  cela  de  fubftituer  — 

/(Cos. 9 — Sin. 9.V  — i)  a la  place  de  x,  8c  on  ob- 
fervera  fi  cette  fubftitution  fait  évanouir  la  fonftion  X* 
or  on  trouvera  comme  cy  devant 

X*  = -♦•/* . ( Cos.  a 9 — Sin.  29V  — i ) 

x^  = — .(Cos.  3 ç — Sin.  3 9 . — I ) ) & généra- 
lement x*"  = ( Cos.  m<p  — Sin.  m 9 — i ) 

La  fonflion  X devient  par  fubftitution 

-+/" . Cos.  m 9 — ' . Cos. ni‘ — i . 9 — t-  B /”*  * . Cos. 

m — 2.9 ( — /'».Sin.»>9— 4-.//^~‘,Sin.»> — i .9 

— B Sin.  m — 2.9 ) V — i ; expreffion 

qui  devient  (en  retenant  les  mcfmcs  dénominations  que 
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cy  devant)  =M — nV  — i.  Si  cette  quantité  =o, 

la  quantité  i-/iCos. 9 — ^/iSin. 9.V^ — i =)c—ha — 

— I fera  un  faéleur  de  la  fonflion  X;  mais  nous 

avons  démontré  impoflible  que  a-\-b^  — 1 faéleur 

de  la  fon£lion  X,  ou  M-^NSf  — i foit  = 0 , a moins 

que  M — N — 1 , ou  x— 1-<7  — b V*  — i ne  foit  aufll 
= 0,  c’eft  adiré,  a moins  qu’il  ne  foit  auffi  faéleur  de 

la  fonéUon  X ; donc  x-t-jH-^V^  — i,  & x— t-/»— • 

bsf'^  I étant  les  fafleurs  de  la  fonélion  X,  cette  fon- 
élion  aura  pour  un  de  fes  £i£leurs  un  trinôme  réel 
x^-+iax-+aa-\rbb.  On  fera  le  mefme  raifonement 
fur  tout  autre  fa£leur  imaginaire,  & on  démontrera  qu’un 
fafleur  imaginaire  quelconque  peut  tellement  être  com- 
biné avec  un  autre,  que  le  produit  devienne  un  trinô- 
me réel. 

Il  n’y  refte  qu’une  difficulté,  c’eft  lorfque  la  fon- 
£lion  X a plufieurs  facleurs  égaux,  c’eft  a dire,  lorfque 
la  fonflion  contient  le  fafleur  imaginaire  x-¥a-^b\f  — i 
deux,  trois  fois,  ou  davantage.  On  a bien  démontré 
que,  x-^a~¥b\f  — i étant  un  fafleur  de  la  fonélion 
X,  la  quantité  x-+-rt  — byf — i devoit  en  eftre  auftl 
UQ  autre  fàéleur;  mais  on  n’a  pas  démontré  également) 
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que  le  dernier  fafleur  dut  s’y  trouver  autant  do  fois 
que  le  premier;  8c  par  confequent  on  pourroit  en  con- 
clure que  la  redu£lion  a des  fa£Ieurs  trinômes  réels  n’eft 
pas  toujours  pofTible,  Il  relie  donc  ce  doute  a refou- 
dre , Si  la  fonflion  X contient  l’exprefllon  V — I 

un  certain  nombre  de  fois  reprefenté  par  ».  Il  eft  e- 

vident  par  la  demonllration  precedente  que  i 

fera  au  moins  une  fois  le  fafleur  de  cette  fouflion, 
donc  on  pourra  divifer  X par  le  faéleur  trinôme  «*-+• 
■l  ax—¥ n a~\-h  b\  foit  le  quotient 

-+  A' ^ B'x”'-^  -H  C =zD 

entre  les  faéleurs  de  laquelle  fonflion  on  aura  encore 

X'-^a~^b\f  — i un  certain  nombre  de  fois  exprimé 
par  » — i;  donc  cette  fonélion  aura  encore  au  moins 

une  fois  le  faéleur  x— J-»  — — i)  & confe- 

quent fl  on  divife  la  fonflion  D par  x*— *- 2 æx-4-»*— (- 
& qu’on  ait  l’autre  fonflion  £ = x”*“^  — I- ^"x’"'“* 
-4-  B"x”'~^  -+  Cx”*”^ , cette  fon£lion  ne  contien- 

dra plus  le  fafleur  x— t-»— 4-^V — i qu’un  certain 
nombre  de  fois  exprimé  par  » — 2.  Il  eft  évident  qu’on 
peut  continuer  le  même  raifonement  jufqu’a  ce  qu’on 

1 r r\*  m^lft  m— 2«— 1 . r W— 2/ï— 2.  . 

arrive  a la  fontlion  X -+ax  -f-fsx  —B  y 
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entre  les  facteurs  de  laquelle  on  ne  trouve  plus  x-+ 
4 -t-  ^ V — • I . De  plus  cette  fonflion*  n’aura  point  de 
fa£leur  tel  que  x—ha  — — i,  car , s’il  y en  avoi t 

un,  nous  avons  démontré  qu'il  y auroit  aufll  le  fa£teur 
*— +-4-4-^V  — i;  mais  ce  dernier  ne  s’y  trouve  plus, 
puifqu’on  l’a  fait  difparoitre  par  la  divifion;  donc  fi 
X— 1-/7— — I fe  trouve  un  nombre  de  fois  quelcon- 
que entre  les  fafteurs  d’une  fonélion,  il  faut  que  l’autre 
fafteur  x-^a  — bsf — i s’y  trouve  exa£lcmcnt  autant 
de  fois. 

Nous  nous  fummes  fort  étendus  fur  cette  matière,  que 
nous  avons  crû  mériter  beaucoup  d’attention  ; nous  au- 
rions pù  la  traiter  plus  brièvement,  en  rappellant  feu- 
lement ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  Chapitre 
precedent,  fçavoir,  que  toute  quantité  imaginaire  quel- 
conque eft  comprife  dans  la  forme  generale  M—¥-NS/ — i , 
c’eft  a dire,  que  les  quantités  imaginaires  font  toujours 
compofées  de  deux  membres  dont  l’un  eft  réel,  & l’autre 
une  quantité  imaginaire  multipliée  par  V"  — i ; le  figne 
radical  — i renferme  eflentiellement  auffi  bien  le 
figne  -h  que  le  figne  — , 8c  par  confequent  connoilTant 
une  racine  imaginaire  d’une  équation  quelconque,  l’au- 
tre fe  découvre  d’elle  meme . Il  eft  de  plus  démontré 
en  Algèbre  que  le  nombre  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  quelconque  eft  toujours  pair,  8c 


que  leur 
produit 
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produit  eft  réel.  Donc  une  racine  imaginaire  x~a-^ 
b V — I aura  parmy  les  autres  là  compagne  a — b>/  — i ; 
& fl  x—a — b^  — I eft  un  faéleur  imaginaire  d’une 
équation  quelconque , la  formule  x — a-¥b^  — i fera 
aufft  un  autre  fàéleur.  On  comprend  donc  aisément 
que  toutes  les  racines  imaginaires  d’une  équation  quel- 
conque étant  reduélibles  a la  forme  ikf— hIvV  — i,  il 
s’enfuit  neceflàirement  que  toute  équation  eft  aufti  re- 
foluble  en  fafleurs  réels  fimples  ou  doubles  du  fécond 
degré.  Car  les  racines  réelles  fournilfent  toujours  au- 
tant de  faéleurs  fimples  réels,  & chaque  racine  imagi- 
naire X — a-+b^  — 1 étant  jointe  par  addition,  ou 
par  multiplication  avec  fa  compagne  x — a — -bsf — i 
produit  dans  le  premier  Cas  une  fomme  réelle  fimple, 
& dans  le  fécond  un  faéleur  double  réel;  de  forte  que, 
fl  une  équation  du  degré  4- 2 r avoir  n racines 

réelles,  & 2r  racines  imaginaires  dont  chacune  feroit 

de  la  forme  M-^N^  — i,  cette  équation  aura  n fa- 
fteurs  fimples  réels,  & r faéleurs  doubles  réels. 

Maintenant  pour  revenir  a l’equation  generale 
on  voit  que  fon  intégrale  peut  être  compofée  d’entiers 
qui  refultent  de  la  divifion  de  la  fraélion  ces  par- 
ties étant  purement  algébriques  font  intégrables  abfolu- 
ment;  l’intégrale  peut  aufti  être  compofée  de  iâéleurs 

Kk 
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fimples  du  dénominateur  & alors  elle  renferme  des 
quantités  logarithmiques;  mais  il  peut  arriver  que  le 
dénominateur  contienne  une  puiflTance  de  quelque  fa- 
fteur  fimple,  8c  que  cette  quantité  logarithmique  foit 
jointe  avec  une  quantité  Algébrique  ; alors  la  quantité 
logarithmique  pourra  difparoitre  dans  l’intégrale  qui  ne 
contiendroit  plus  que  des  quantités  algébriques.  Donc 
le  dénominateur  ayant  tous  fes  fafleurs  fimples  réels, 
fl  l’intégrale  n’eft  pas  algébrique,  elle  dépendra  des  lo- 
garithmes. Mais  fl  le  dénominateur  ^ contient  des 
faéleurs  fimples  imaginaires,  on  auroit  alors  des  loga- 
garithmes  imaginaires;  or  puifque  les  racines  imaginai- 
rés  vont  toujours  en  nombre  pair,  8c  que  leur  produit 
eft  toujours  réel,  il  s’enfuit  qu’on  pourra  avoir  des  fâ- 
fteurs  trinômes  réels  jufqu’au  nombre  qui  fera  la  moitié 
de  celui  des  fafleurs  imaginaires  8c  on  aura  par  le  mo- 
yen de  ces  faéleurs  les  parties  de  l’intégrale  qui  dépen- 
dent de  la  quadrature  du  cercle,  comme  nous  avons 
expliqué  fort  au  long  dans  les  Chapitres  precedens.  Il 
faut  avouer  cependant  qu’on  n’a  point  de  réglé  generale 
par  laquelle  on  puilfe  affigner  aftuellement  ces  faéleurs, 
puifque,  dès  qu’une  équation  pafle  le  quatrième  degré, 
les  méthodes  connues  jufqu’a  prefent  ne  fuffifent  pas  pour 
en  découvrir  les  racines.  Mais  pour  le  Cas  prefent  il 
futfit  d'étre  afluré  que  toute  équation  contient  ces  fa- 
veurs réels,  quoiqu’on  n’ait  aucune  Méthode  generale 
pour  les  trouver. 
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CHAPITRE  Va 

De  la  Rcdufî/on  de  pîuficurs  D'/^érent'iellet 
hrationeUes  en  D'tjférentielles 
rationelles. 

CLXXII. 

Suppose'  que  dans  la  dlfTcrentlelle  Xdx  la  quan- 
tité X foit  une  fonflion  quelconque  de  la  variable  x 8c 
de  confiantes  réelles.  Comme  (ax”-+bx‘  -ir&c.)  —+* 

(^c,)  — +-/x'^— HÔ'f.)  Ô*f. ; fl  tous 
les  expofans  A,  u,  y,  8cc.  des  puilTances  dont  Xefl  compo- 
fée,  8c  tous  les  expofans  q^r^ÛTc.  de  la  variable 

* dans  chaque  terme  particulier  de  ces  puiflànces,  font 
des  nombres  entiers  ou  zéro,  la  fonflion  X & la  diffé- 
rentielle Xdx  font  nommées  rariomlks^  8c  on  les  ap- 
pelle irrationeiles , quand  quelqu’un  de  ces  expofans  efl 
une  fraflion, 

CLXXIII. 

PROBLEME  I.  Réduire  la  différentielle  Xdx  en  ra- 
tionelle,  lorfque  les  expofans  &;c.  des  puilTances 

dont  X cft  composée  étant  tous  des  nombres  entiers, 


I 
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ou  zéro,  quel(jues-uns  des  expofans  &c. 

de  X dans  les  termes  particuliers  de  ces  puifl'ances  font 
des  fraflions. 

Soient  les  expofans  w,  />,  ^c.  des  fractions, 

&c.  réduites  a leurs  plus  petits  termes,  enforte  que  <r  & 
P,  -X  & T foient  des  nombres  entiers  premiers  entr’eux. 
On  cherchera  d’abord  le  plus  petit  nombre  entier  5 qui 
puiflc  être  mefuré  par  les  dénominateurs  des  fractions 
P,  T &c.;  enfuite  on  fuppofera  x = !6*,par  confequent 
</x==9z*~‘/^z,  & on  fubftituera  Cz*~Vz  aulicuderfx, 
& Z®  au  lieu  de  x dans  la  différentielle  proposée  Xdx- 

tr  , $-r  ^ 

On  écrira  donc  z ' au  lieu  de  x » & z ” au  lieu  de  x''  ; 
or  puifque  6 eft  exaélement  divifible  par  p & par  r , les 

puiflànces  z ' , z auront  des  nombres  entiers  pour  ex- 
pofânts,  & la  différentielle  Xdx  fera  changée  en  ratior 
ncUe.  C.  ^ F.  T. 

CLXXIV. 

Corollaire  I.  Si  dans  la  différentielle  Xdx  h 
quantité  X ne  contient  que  des  fonétions  rationelles  de 

2L  _T 

X,  & des  puiffances  fraélionaires  (^~+/x)^, (f-4-y’x)’^  , 
&c.  du  binôme  fimple  e-+-/x  ; on  la  rendra  ratio* 
nelle,  en  fuppofant  c— f/‘x  = z.  Car  par  cette  fubftitu- 
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y »■ 

tion  on  aura  (f-H 

» X 

/x)’'=a^,  &c,  & en  fubftituant  ces  valeurs  dans  X</x, 
cette  différentielle  aura  les  conditions  requifes  pour  être 
réduite  en  rationeile  par  le  Problème  I. 

r|  cLxxv. 

Corollaire  II.  De  même  fi  dans  la  différen- 
tielle Xdx  la  quantité  X ne  contient  que  des  fon- 
dions rationelles  de  x,  & des  puiflànces  fiadionaires 
Z.  Z. 

{jmrfx')  > , Scc.  de' on  la  rendra  rationel- 

le  en  fuppofant  =a-  car  on  aura  par  cette  fup- 
pofition  x=f^',  dx=z 

^ U—iz)"  * 


— X 


=*%&en  fubftituant  ces  va- 
leurs dans  A'</x,  cette  différentielle  aura  les  conditions 
requifes  pour  être  réduite  en  rationeile  par  le  Problè- 
me I. 

CLXXVI. 


— — I 

THEOREME  I.  La  différentielle  *’  dx(^-+ 

/x" -^2  X*  - --h  ^ x=' " -t-erc.  ^ ^ xV  f 
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&C.J  en  fuppofant  ;(’  = *,  ou  fe  réduit  a cel- 

Je-:y  X • 

(/7— )**,  qui  fera  rationelle,  lorfquc 
T eft  un  nombre  entier  quelconque,  & -n-,  A,  /x  des 
nombres  entiers  ou  zéro,  quelque  foit  n. 

Démonstration.  Puifque  ^ on  aura 

T rf  T T Tt% 

flt  = z*’,x'  =i5  " -dx  Z*  dz^x^  dx=z'~z^~^dz, 

" = a'\  (D’c.^  & en  écrivant  ces  valeurs 
dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient  ^z'  'dz 

{e—¥f z—\-g  Z * h Z'  &€.  ) . ( /7  -+-  Z>  +-  cz^ 

dans  laquelle  tous  les  expofans  de  la  variable  z,  & 
ceux  des  puiffances  dont  cette  différentielle  eft  compofée 
font  des  nombres  entiers  ou  zeroj  donc  elle  fera  ratio» 
nelle.  C.  F.  D, 

CLXXVII. 

Corollaire  I.Si  f=.i,  ou  fi  la  différentielle  propo- 
fée -fiJ'r.)’'. ( (»  — h ^ jt" 

Z 

-♦-oj*’'— t-Ô'c.)'*,  en  faifant  x"=z  ou  on  la  ré- 
duira a cellc-cy  e — »-/ z -*-g  z*-t-  b 
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X l-f»’— hCÎT’f.)’*,  qui  fera  rationelle,  lorfque 

-WjAjfi  font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXVIII. 

Corollaire  II.  Si  t = 2,  ou  fi  la  différentielle 

UL — I 

propofée  eft  * * dx{e -+•/ x'-^-g x* *-+•  . { a b x" 

n \ 

-4'cx*”— HiT’f.)'';  en  fuppofant  =2,  ou  x = z”,  on  la 
réduira  a celle-cy  ^2  ^ dz(^c—¥fz.^—¥gx.*-+bz,^  — t- 

Ô’r.  y . ( /?— f-^x*-4-C2^— +-  Ô’r.  )“,  qui^  eft  rationelle, 
lorfque  tj-jAjju  font  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXIX. 

Corollaire  III.  Si  dans  la  différentielle  du 

Tl 

thcorcme  à x(^e-¥f x” —\-gx^" h x^" —^(5’c.y^ . 

(/7— t-^x’’-4-cx*’’— ♦-Ô'f.)'*,  on  fuppofe  l’expofant  m — 0, 
ÿc  par  confequent  la  puilfance  (rf— 4-^ x”— t-cx*"— t-éiT’f. ) 

I 

— I,  cette  différentielle  deviendra  x’^  </x(f— h/x"— h 

T 

gx^”-+bx^’'—{-&’c.)^  laquelle  en  faifànt  x — z"  fe  ré- 
duira a celle-cy  ^ z'  2 (^e-¥fz  '-*rb7^ 
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quon  réduira  (Cor.  I.)  en  cette  autre  Jv 

f X -¥g  Z*  — lé  -4-  &c.  Ÿ en  faifant  t = i , & ( par 
le  Cor.  II.)  en  f-yz*— 4-gz‘’^-H-éz^— 4-CÜJ'r.)' 

en  faifant  t = 2. 


CLXXX. 

Corollaire  IV.  On  peut  ôter  les  termes  qu’on 
voudra  dans  les  puiflânees  dont  la  différentielle  du  theore- 
me  e(l  composée,  en  égalant  a zéro  la  confiante  ou  le 
coefficient  de  ce  terme , & en  l’ effaçant  de  même  dans 
la  différentielle  réduite.  Par  exemple,  fi  on  veut  que 
les  puiflàuces  foient  des  binômes,  on  ne  retiendra  dans 
chacune  que  les  deux  premiers  termes  e -4- 

<r  n 

bx”  y & on  aura  la  différentielle  x’  dx(e-*-/x'’)^  . 
(rf-4-éx")“,  & fa  réduite  ou  fa  transformée,  en  faifant 

T 

y fera-^  z’"“Vz(f— 4-y’z’^)^  . (4-4-éz’^  )■“.  Si  on 
veut  que  la  première  puilfance  devienne  un  binôme,  & 
l’autre  un  trinôme,  on  retiendra  les  trois  premiers  ter- 
mes e— 4-^x”  de  la  première  puilfance,  & les  deux 
premiers  de  la  fécondé,  en  fuppofânt  nuis  les  coeffi- 
ciens  des  autres  termes,  & on  aura  la  différentielle 

M 
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ir  rt  ^ J 

tt''  & fa  réduite 

py's’^ -+^ (4-+^ a’}'"  « 


CLXXXI. 

THEOREME  II.  La  différentielle , 
dans  laquelle  tt  eft  un  nombre  entier  ou  zéro,  & A,  » 
des  nombres  entiers,  en fuppofant 4 -f-/4*=z'  peut  tou- 


jours fe  réduire  a la  différentielle rationelle-L-a^’*’  *</«X 

nf~* 

( a’  — f)  , lorfque  f eft  pofitif,  & a la  différentielle 
— " Vz(e— -*’)  lorlque  f eft  négatif. 

Démonstration.  Soit  fuppofé  , on 


f 

W 2>  » 

aura  h =iy-î, 


; ( e -v/*" par confe- 

r 

■quent y ^ ^</z  (a' — «•)  . 

C.  ^ F.  D. 

Si  on  fuppoiê  e — fx  ■=,%! y on  auray"»*=e— -a”;  » 

— ;d*  = ^ a “VaX 

/»  /”»  -W* 

U 
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1 

( f — *')•“*;&(<:  — / *")  ' = ; par  confequent 

(r-+/«')“= ^z""'TVz(<— 

^ J 

CLXXXII. 

X 

Corollaire  I.  La  différentielle  ^ dK{e-^fx'y  ^ 
dans  laquelle  ^ eft  un  nombre  entier,  ou  zéro,  A & y 
des  nombres  entiers,  en  fuppolànt  e—^fx'=.%  fe  rédu- 
it a la  différentielle  rationelle^:^^  — e)^, 

lorfque /eft  pofitif,  & a la  différentielle  — 

(e—z'y . Lorfque  / eft  négatif  ; car  en  comparant  la  diffé- 

rentielle  d x ( e -+-/x  ) ' avec  la  différentielle  x’"~  V x X 

X 

( f _+./*") ^ on  trouve  » = i,  7rn — i=tt — i=r^,ir 

=za^i:  par  confequent  la  réduite  . , 

»/  </z(a 

e)  = '”*</* (*” — & la  réduite  — 

^z^-’-‘  dz(e-z’)^=-^z^-"'-Vx(. 

— z’/. 
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CLXXXIII. 

Corollaire  IL  La  différentielle  ^ 

en  fuppolant  <?— fy*"  = z*  fe  réduit  a la  différentielle 
lorfque  / eft  pofitif,  & a la  diffé- 

rentielle  — lorfque  f eft  négatif. 

Car  en  comparant  ^ ?—»■/*" , ou  (e-i-fx”)'^  avec 
(e-+fx”)  ■’  on  trouve  A=i,i.  = 2,  & en  fubftituant 

ces  valeurs  dans  les  différentielles  du  theoreme,  elles 
fe  changent  en  celles  que  nous  venons  de  propofer. 

CLXXXIV. 

,'■‘►-1 J g 

Corollaire  III.  La  différentielle  , ou 

t-/*”)'”,  en  fuppolânt  e-i-f  x”  = x*  y fe 
réduit  a la  différentielle ( z*  — lorlque  /"  eft 

pofitif,  & a la  différentielle—  -^(e— z*)’“ *, lorfque/ 

I 

eft  négatif;  car  en  comparant  ( e -t-/ *"  )”Tavec  (e-i-f  x”y  , 
on  trouve  A=— i,  & 
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CLXXXV. 

Corollaire  IV.  La  différentielle  dftX 

(e-+y*  )’.  {a—\-bx*—\-cx^”—i-^c.Yy  dans  laquelle  tt, 
A,  /4,  > font  des  nombres  entiers;  en  fuppofant  e-i- 

/*"=*’  fe  réduit  a la  différentielle  rationelle  — ^ y 

) lorfque  f eft  pofitif , & a la  différentielle 

T J lorfque/  eft  négatif.  Car  en  fuppo- 
faat  e-\-fx  =z%  ^ on  trouve  «t" 

A 

(f « </«(*'— e/  *,  lorfque  / 

fft  pofitif;  par  confequent  on  aura  dans  ce  cas  «'"“Vx  X 

(f  . C X-,. ^ x’-t-cx^-.^ Cÿ-c. / = -I_ 

»r 

X c* ^ ôv.y . 

On  démontré  de  même  l’autre  partie,  par  ce  que  /étant 

A 

négatif,  on  a x=^,  &x’"~'</x(tf-,./x")"  = ~ 
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CLXXXVI. 

Corollaire  V.  Si  dans  le  Corollaire  precedent 
on  fuppofe  c=ajc**”-+‘Û'c.=o,ju=:— i,A=i,»=2, 

on  aura  ' dx ( e^fx” ÿ .{a-¥bx” )~*  = 

a “f* 

.T— 1 * J , * v^-“* 

— » _.Z  dz{x  —0  — —O  . lorfaue  f 

«r  ^ ■' 

eft  pofitif , en  fuppolànt  e-¥fx*=z*  ; & x^’^^dn 


1 

fl  .1 


Çe-t-fx  ) iz  dz(^e  — e*  )*  * 1 r r n 

—T — 1 V»  lorfque  / eft  ne- 

a-+bx  nf  — ï )J‘ 

gatif. 

Mais  li  le  refte  étant  le  même  on  fuppolè  ï, 

»=2,  on  aura  ^ 


T»—  I , 

» dx 


arfz(>— 


lorlque  / 


{a  -t-bx‘)  e — / »•  »/*  f-t-b(^e  — z 

eft  négatif, 

CLXXXVII. 

THEOREME  III.  La  différentielle  lationelle 


'dx(  ^ dans  laquelle  eft  nn  nombre 

^ 0 -*-b*  y 


en- 
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tier  ou  zéro,  & A,  » des  nombres  entiers  devient  ra- 

tionelle  en  faifant  ou 

a-t-bx  f — bf 

Démonstration.  En  fuppofant  *"=z,  on  au- 

A 

ra  (Art.  clxxvii.  ) ^ 

X 

(ivn)  * ^ formule  on  fuppofe  encore 


on  aura  %z=z*-J^—^=x’;  par  confequent 


a-t-bz' 


f-b/ 
\ 


donc  -z’“V*X 

X 

y^TTz)  » y J ' (y_  i )* 

— * y. Y*(/— */*)('«/— d[f. 

n7 

férentielle  dans  laquelle  tous  les  expolàns  de  la  variable 
/ & de  Tes  fooélions  (ont  des  nombres  entiers  ou  zéro. 

CLXXXVIII. 

Corollaire  . Si  on  fuppofe  A ==  i , » = 2 , ou 
la  différentielle  du  theorcme  deviendra Jt’'^VxX 

V 2 ' 
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> 0“  x’””V * Tirhr^  ^ faifant 
/*J  OU  x"  = '£^,  elle  fe  réduit  a la  différentielle 
fuivante  A ^ O"-  ^ i ^ \ . 

cft  rationelle^  lorl^ue  •w  eft  un  nombre  entier  ou  zéro. 
CLXXXIX. 


THEOREME  IV.  La  différentielle 

X 

■^(e-+/x'')(rf-+-^*")y  J dans  laquelle  v eft  un  nombre 

entier  ou  zéro,  & A un  nombre  entier  impair  en  fup- 
1 

pofant  = fe  réduit  a la  différentielle  rationelle 

» (6  e y^-*'dy(ey-^-a 

Démonstration.  En  failânt  *”  = *,  on  aura 

X 

( Art.  CLXXIX.  ) »^^dx{_{e^fx‘){a~¥b)t’)Ÿ~ 

X 

-s  Vz  ; or  fî  on  fuppo- 

fe  ■C(e-+/z)  (rf-t-^z)}- =(e-4-/z)^  , on  aura 
(e-*-f^)(a-^rèz)  = (e-^fzy y*  ; par  confequent 
' a = e/* ; ù%—fzy=sc/*-^a;  z=z 
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ieyiiy(^--fY)  -*■  iftdyiey*—a) zydy(f>f  — fa)  . . 

(W7)^  (i-//‘)*  ’ ^ 

{( g ^ 2 ) }‘  = jf  ; donc  on 


-fy 

aura--  -y-zv"  -—/j  — 

^ydy(be-f«)  ^ . 

{b-fy^r  ^ {b-fy')>^ 

difi'érentielle  rationelle,  lorfque  -n-  & A font  des  nom- 
bres entiers , ou  zéro . C.  ^ F.  D. 

cxc. 


Corollaire  I.  Lorfque  A=;i,  ou  que  la  diffé- 
rentielle propofce  eft  x’"~^dxl^ (f”*"/*")  ( ‘t-b-hx")  , 
en  fuppolànt  , elle  fe  réduit  a celle— cy 

*Xi>f-f»)_y , ^7^  V.~l^ — Lj  qui  eft  rationelle,  quand 
» eft  un  nombre  entier  ou  zéro. 

CXCI. 


Corollaire  II.  Lorfque  A=r— i,  ou  que  la 

difKrentiellc  propofée  eft  7;- ,..  . en  fuppo- 

y ^ b*-) 

Tant 
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fànt  on  la  réduira  a celle-cy 

i-/y  „iè^jyy 

qui  eft  rationelie  quand  -n  eft  un  nombre  entier,  ou 
zéro. 


CXCII. 

, } 

Corollaire  III.  Si  -la  diffcrcntielle  propofee  etoit 

k”  on  fuppoferoit  dans  la  formule 

du  theoreme  a‘=.o^  & i,  ce  qui  réduit  la  quan- 
tité a—^bx*^  a x”,  & (^e~+fx‘')  (a— a ex”—** 


/x*”;  la  • même  fuppofition  donne  x” 


ey  — a , 


ey‘ 


b-fy  !-/>*’ 


& la  réduite  devient  ^ 

»(■— 


ir  -+■  X —T 


4^;  Ainfi  lorfque  A=i  , ou  que  la 


propofée  eft  x^”  ^dxl^ ex*— t-yx**,  en  fuppofant  x”  r=: 


on  la  réduit  a celle-cy 


& lorf- 


que A= — I,  ou  que  la  propofée  eft 


ir  « “ I , 

X ax 


en 


fuppofant  x"=j-2~, fa  réduite  fera 


* 1 J 

«•r  y . 

«(.^-fyy 

Mm 
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CXCIII. 


PROBLEME  II.  Rcduire  la  différentielle 

A 

* en  rationelle,  lorfque  ^ eft  un  nom- 
bre entier  impair,  & un  nombre  entier  quelconque, 
ou  zéro. 

Solution,  en-faifant  x"=:z,  on  réduit  la  différen- 

A 

tielle  ptopofe'e  a celle-cy  - 1-/2— 1-5**) ‘ , 

qui  ne  peut  être  réelle  a moins  que  ^e~\-f  z— ne 
foit  réelle;  car  en  fuppofant  que  A eft  un  nombre  im- 
pair = 2w-n,  on  aura  ^ = 

X 

^ e-+fx-^gz,*  ne  peut  être  réelle,  lorfque  les  trois 
confiantes  e^f^g  font  négatives;  Il  faut  donc  qu’au 
moins  l’une  des  trois  foit  pofitive,  ce  qui  donne  trois 
cas  pour  la  folution  du  problème. 

Cas  I.  Lorfque  g eft  pofitive,  & les  deux  autres  e,  f 
telles  qu’on  voudra  ; on  fùppofcra  g=.aa^  Scan  — = 

1/^ aaz.z—i-fx,-^e:  d’ou  l’on  déduit  z — 2— ~.f  • az 

J > f — 2 a ji  ’ 

-♦-/=  l/aazz^fz-^e  = ; (g  * z -^/z 
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. .\7 . j .*) 

'*’>  ~ ’ (/—/)* 


idy{fy  — ayy^ae)  . » 

if-zaj!Ÿ  ’ " 


■ - - : & enfia 


i ^dz  (gzz -4-/' * -4- e ) * = 


7 (>^—0’-" 


X 


xtiy^fy—^yy—of)  y,  Uy—»yy—»f')  

kf-~XayŸ  (/•_14>)'^ 


iJy,(  yy  — e)^  ' f y — a y y êŸ'*  ^ . 


différentielle  ratio- 


nelle,  lorfque  A eft  un  nombre  entier,  & tt  un  nom- 
bre entier  ou  zéro.  C.  ^ F.  T. 

Cas  II.  Lorfque  e eft  pofitive,  g étant  tel- 
les qu’on  voudra  on  fuppofera  e — bb^  3c.  b-*-jfz=z 

b^bb-i-fz-^gzzi  d’ou  l’on  déduira  z — • 

S y y 


Vbb~^fz-^gzz=.b-¥yz=.‘’^^ ; {gzz 


k/'z-4.<r'i*  — Ç£2Z-ÙLltiii! . ‘ — (iby-fŸ 


d%-=.  xdy{l>g~fy-*-byy')  _ 

(£—yyy  (.e—yy)^  * 

\ 

& enfin -a’'""‘//*(^!sSi-4-/2:-4-e)*=:-X. 
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-/r~*  y X (±x-Jl-tAnûl 

(PTTF^  ^ (2-//)'  (2-»^" 


iiiv(  iby—f)  -(^g  — f.)' .'  différentielle  ra* 

tionellc  lorfque  \ eft  un  nombre  entier,  & ■»■  un  nom- 
bre entier  ou  zéro. 

Cas  III.  Lorfque  g 8c  e étant  négatives,  / eft 

pofiiive,  ou  que  la  différentielle  propofée  eft  x ""VxX 
t - 

faut"  que//  foit  plus  grand  que  ^.gc.  Car  fi  on  fup- 


pofe  i/^a — gzz—^e  = r±u  quantité  réelle,  on  aura 

. ï __  ï ù JL J-i- 

fa — 5»  — e — ««5  » g ' « ’ 422  2 

& i— 

* 422  l 2 J’  ^2  *2 

d’ou  l’on  voit  que  z ne  peut  être  réelle,  a moins  que 
yy — ^ge  ne  foit  une  quantité  pofitive,  ou  que//  ne 
foit  plus  grand  que  j^ge:  on  fuppofera  donc  _//?•  4^<?, 

ÿc  'a  a A—^a)  (B  — z) , A^8c.B 

r ^ 5 

étant  des  confiantes  indéterminées  dont  on  trouvera  les 
valeurs  réelles  par  l’equation  ~ — z z . X 

(B  — »)  = — AB-^Aa  — zz-t-Bz  en  fâifant 
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d’ou  l’on  déduit  5=- — A\AB 

— ~-^aaz=zL-^  JL^££^^A=Ct^.  _L_ 
s MS  S 455  » 25 


A-. 


— I-  f . ^ f } f — 4>gf 


^=L^r^^-4r,  & 5= 

*5  *5  ’ 


f — t/ 

^5 


, quantités  réelles. 


Or  en  fuppofant  — ^-+-*)(5 — z)z=(B — %)_y 

dn  trouve  z = 2jlLi£  _g  — x — ün£. 

- 1 

i^fz—gz%  — ez=i£ll^^£>y-  /z  — .f=; 

j,y^l  IJ  û '■  — 


/fS_>4)V 


(7/ 


îjL.fr^  »-i 

(^Byy  -t-Ay  * 2flyJy(ÿti-t.ï  ) — 2 ydy(Byy-t.A) 

(j'J>-*-iy~^  (j/y-t-iy  T"" 

^yy^Tf^y  par  confequent  U'”  Vz(/z— ^zz— e)* 


, difTérentiellerationelle 
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lorfque  tt,  & A font  des  nombres  entiers,  on  zéro. 
C.  4A  F.  T. 

CXCIV. 

Corollaire  I.  Si  dans  la  diflcrentielle  Xdx  h 
quantité  X ne  contient  que  des  fondions  rationellcs  de 

#&  des  puiflàaces  fra£Uonaires  {a-^bx 

J* 

&C.  Du  môme  trinôme  a-^bx--^cx^;  A & 
étant  des  nombres  impain,  & æ,  c des  conflantes 
réelles  ou  zéro,  on  pourra  toujours  réduire  cette  diffé- 
rentielle en  rationelle,  en  trouvant  comme  dans  les 
trois  cas  du  problème  precedent  une  quantité  variable 
jationelle  qui  étant  fubftituée  au  lieu  de  x rende  ratio- 
nelle la  quantité  a-t-bx-^cx\ 

cxcv. 

Corollaire  II.  Si  dans  la  différentielle  Xdx  la. 
quantité  X ne  contient  que  des  fonéUons  rationellcs  de 

w,  & les  deux  puiflânees  fraélionaires  (^h-¥ 

^ X ) * , A & ju.  étant  des  nombres  impain  on  pourra 

toujoun  réduire  cette  différentielle  en  rationelle,  en  fai- 

\ 

fant  a^bx~KZ)  ce  qui  donnera  (a-¥b  x)*  ; x 
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2 7P 


, quoa 

rendra  rationelle  par  l’un,  ou  l’autre  des  deux  premiers 
cas  du  problème  precedent,  en  fuppofant  b — ^=re,  ~ 
—5»  f=o  dans  le  trinôme  e-^rf%-^gn%, 

cxcvr. 


k •y.  5 


Corollaire  III.  Si  dans  la  fraftion  différentielle 

i (* 

^ on  a P=*X{a-^bxÿ  & ^j=X{b-^kxÿ  ^ 

V • 

X"(/— t-w*)* , i^,  ^, /,  w étant  des  confiantes 

réelles;  A,  /u,  > des  nombres  impairs,  & X,  X,  X'  des 
fonélions  rationelles  de  *,  on  pourra  toujours  rendre 
cette  fraélion  rationelle.  Car  le  produit  des  deux  binô- 
mes quelconques  X— t-B,  A — B eft  AA — B B,  ainfi 
en  multipliant  le  numérateur  P</x,  & le  dénominateur 
a L 

par  X {h-^kxY  "^X' {l-^mxY  ^ on  ne  changera 
point  la  vale.j’  de  la  fraélion , fon  dénominateur 

deviendra  X X {^h—^k^Y  ~~~  X X Y fonflion 
rationelle  de  *;  Son  numérateur  deviendra  XX<^;c(<i— H 

X fl  X tr 

b xY  • ( *}*  — t-  X X d x(^a  “•+■  b xY  x ) * & la 

fra£\ion  entière  — ^ fera  égale  aux  deux  fiaéliotis 


28o  Elemens  du  Calcul  intégral 

3 ü 

Xrrlx(a  ->.htŸ  

X X (/,  ^ix)^  — X"X' (J-i-mxy 

X V 

X X"^  J x(  .1  ^ X )'  ' ( i -h  m 

dont  chacune  pourra  être  reduUe  en  rationclle  par-  le 
Corollaire  precedent. 

cxcvir. 

Corollaire  IV.  Si  dans  la  fraflion  différentielle 
, P eft  une  fonftion  rationelle  de  *,  & ^=X 
1 - 

— 4-X'(/7-+^*) ’rdrX*  ( A-+^x  )*  on  pourra  toujours 

rendre  cette  fraflion  rationclle,  car  en  multipliant  le 
numérateur  Pdx^Sc  le  dénominateur  ^par  X—hX'X 

- a 

( a-hrbx')  on  ne  changera  point  la 

valeur  de  la  ftaflion  fon  dénominateur  deviendra  XX—H 

2 X X^  ( X )*  XX  ( X ) — X*  X’  ( ^ — 4-  ^ ^ , 

X 

fon  numérateur  fera  P Xa  x-^P  X' d x (a-^ù x')'"^ 

P X"  dx  {b-¥  kxY  ^ & la  fraélion  entière 

égalé  a trois  fraélions  qui  auront  toutes  le  même  de- 

nomi- 
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nominateur,  & dont  chacune  pourra  être  réduite  en 
rationelle  par  les  Corollaires  II.  & III.. 

CXCVIII. 

Corollaire  V.  Si  dans  la  fraflion  différentielle 

P eft  une  fonéHon  rationelle  de  * & 

- t 

)’ =±X' (lï— )’  , on  pourra 

toujours  la  rendre  rationelle;  car  en  multipliant  fon 
numérateur  Pdx^  & fon  dénominateur  par  X(f— t- 
i îi 

yx-+-^x*y  “ X'(<j— t-^x-4-f  xx)‘ , elle  deviendra  éga- 
lé aux  deux  fractions 

X X{e -i- j X -t- gx  %Ÿ  — X' X' {^a -t- b X -*■  e X x'f' 

P X' dx{a  s-bx  -*-t » » )* 

t — X'  X\a^bx^cx^  )“* 

dont  chacune  a pour  dénominateur  la  même  fonflion 
rationelle  de  x,  & peut  être  réduite  en  rationelle  par  le 
Corollaire  I. 


CXCIX. 

THEOREME.  Si  dans  la  différentielle  X</x,  X 
ne  contient  que  des  fondons  rationelles  de  x & la 

N n 
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quantité^ ou 

ou  ou  &c.  A, 


<7,  f,  f,  /,  /5,  /,  CiT’c.  étant  des  confiantes 

réelles,  & <f',  >w,  »,  />,  Ô'c.  des  nombres  entiers  quel- 
conques, on  pourra  toujours  réduire  cette  différentielle 
en  rationelle,  en  l'uppofant  égalé  a z la  quantité 


OU  &c. 


Démonstration  .1?  Si  on  fuppofe 


on  aura»- 


■a{& 


W 


fonélion  rationelle  de  z,  lorf- 
que  w & J'  font  des  nombres  entiers;  & par  l’equation 

= Z on  trouve  x = ^f.7z^  = Z'  fonélion  ratio- 
nelle de  z:  donc,  fi  on  fubftitue  Z'  au  lieu  de  x,  dZ' 

au  lieu  de  </  * , & z au  lieu  de 


dans  la  différentielle  propofée  Xdx,  elle  deviendra  toute 
rationelle.  C.  F.  D. 

11°  Si  on  fuppofe  a-^b 
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^ 

Oüiuna-i-lr  r— 

= f"+'^(K7r)'=(^^)")  fonaion  ratio- 

nelledez,  quenousdefigneronsparT’;  = , 

fonaion  rationelle  de  z,  que  nous  defignerons  par 

par  I équation  , on  trouvera  , 

fonaion  rationelle  de  z,  que  nous  defignerons  par 
donc,  fi  on  fubftitue  au  lieu  de  z,  dl'^  au  lieu  de 

</*,  & Z au  lieu  de  dans. 

la  différentielle  propofce  Xdxy  elle  deviendra  toute  ra« 
tionelle.  C.  F.  D. 

III  ° On  voit  évidemment  par  ces  deux  démon- 
ftrations  la  demonflration  de  tous  les  cas  poflibles  du 
theoreme. 


CC, 

II  fera  commode  d’avoir  fous  les  yeux  la  Table 
fuivante  dans  laquelle  on  verra  tout  d’un  coup  les  difi 
férentielles  affeaées  de  radicaux,  que  nous  avons  rédui- 
tes aux  rationelles  par  les  transformations  expliquées 
dans  ce  Chapitre. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.'""  IRRAT.' 


DifT^ren- 


^Xdx{e-^fx”‘-^g[h-¥kxÿ^(D‘c.f 

x”  -^c{b-¥kxy  '-^-(D’c.y  &c., 
.X  étant  une  fonflion  rationelle  de  x. 


i^-4-/^rx=z  J ou  x = 2— — J ô étant 
J le  plus  petit  nombre  mesuré  par  p,  t, 
l&c.;  Z fonfHon  rationelle  de  * trouvée 
^en  fubflituant  — au  lieu  de  x dans  X. 
■ îi 

, -+gz*  -h 

I » iz 

.Ù‘c.)\a-+b(^)’'-^.cz  ^-+Ô'f.)"&c. 
'rationelle,  lorfque  A,  ju,  w,  »,  &c.  font 
.des  nombres  entiers,  ou  zéro. 


Suhlîita- 


Reduite . 
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— , les  i-FS 

TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT. IRRAT.-  ■ 


^ DlfTeren- 
tielle 


I — 

.fonfUon  rationelle  de  x, 

o\ixz=iÙz^:  6 mut  le 

’ i-pz* 

Iplus  petit  nombre  mefur.^  par  p,r,  Û*f.; 
3*  ^ tion . \Z  fonaion  rationelle  de  a trouvée  en 

ffub(lltuant4^* 

' * — ■ P Z’ 


Z a ‘ 

{i-pz^Ÿ 

i 9 


l 


Réduite  .\ 

(3‘c.  rationelle  lorfquc  X, 
w,  «,  Ô*c.  font  des  nombres  entiers 

ou  zéro. 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  V. 


287 


TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.  IRRAT. 


°S."’  î " -F  i H-  ^ ^ 

t<D'c.  f Ja-i-bx”  -i-C  x^”-+  &c.y  &C. 

^Subftitu-  J-  ^ ^ 

lian.  \x  =; 


:x 

If—  *- 


Lz”  *</z  (f  — t-y^z’^— z^  —F 

„ , . jô-c.)'.  (tf-^.^z"-FfZ*"-FÔ'f.)'‘  Ô*f. 

Rcdttite./  ' ' 

irationelle  lorfque  r eft  un  nombre  en- 
tier; l“,  &c.  des  nombres  entiers 

,ou  zéro. 

fia  mefme  que  la  precedente  en  fuppo- 
^i'eîir."  fucceflivement  T=i,T  = 2,Tr= 


^3, 


isubnifu-p  , , 

non.  \x  =z,x  =z  ,*  =z%0^f. 

fi  z'*  Vz  (e— Fyz-f-gz*— FC!Tf.)^((7-F 
l ’’ 

Z —F  f Z*  -+  (S^C.  )**  0*0  J - *//z  (^—F 

^z*— — FÔ*c.y  (a— F^ Z*  _f  r z'*— F 

.Reduites.^^  Cÿf.  ; f z^-^dz(e-i.fa^  -t-g  z^ 

iô’f.y  (iï-4.^z*— Ff F^f.)^  él’f.  ra- 
ftionelles,  lorfque  -jt,  A,  font  des 

(nombres  entiers  ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFÉRENT. IRRAT. 


DifTeren- 
tielle  . 


^môme  qu’au  N.°4.  en  failànt  /x=o. 

^ z”""'  dz(e~+f  z’"  -+^‘c.y'  ; 

Inuionelle  lorfque  t eft  un  nombre  en- 
Reduite  .<  * 

^ A des  nombres  entiers,  ou 

zéro. 

n 

■“‘^x(e-4-/x’’)”  (./-F ^*"-4- ex*" 
• Ô'e.)'*,  la  même  qu’au  n.’  4.  en 

T n 

\faifanc  _g=:o,  ^ = 0.**  dx(c~+ 
la  même  en  faifanr 


^DifT-ron- 
ticlies  . 


7»>Sub0ttu- /"x”  =Z  . 

1 tion . ^ 

-1  V Z ( e ^ _F  i z"  -F  f Z*" 

U«îre.)";  ^z-^-^dz{,~+fzT  (a-i- 


k Rednites. 


P z’  )'*  rationelles , lorfque  t eft  un 
(nombre  entier,  & A,  /*  des  nombres 
L entiers  ou  zéro. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.  IRRAT, 


DifTeren-  /-  vq__i  , . , /•  n\v 

tielle.  1*  dx[e-*-fx  )\ 


8. 


I Subflicu- 
tion 


:u-  r_  . r 1 V IJ  5’ — e 

=:z  , OU  « 


> \ -Ml  — I J / » \T — r 

i — — e)  y.  rano- 
Redirite  < 

' jnelle  lorfque  •n-  eft  un  nombre  entier  j 
ou  zéro,  & A,  » des  nombres  entiers.  ' 


I SubAitu- r . — f 

tion.  y OU 


— * 


dz^z’—eY;  ratlonelle 


cRedaite 


I lorfque  eft  un  nombre  entier  ou 
zéro,  & Aj  » des  nombres  entiers. 


Oo 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFÉRENT. *■“  IRRAT. 


’DifKren- , 
ticlle  . 


f-yx”)  = 


^ ^ SubOito-  ^ ^ w ; î n ï* 

li*  1 tion.  =*  J OU  X =-y 


Réduite  .< 


k — — T“  > rationelle  lorfaue 
^7T  eft  un  nombre  entier  ou  zéro. 


Difleren-  r »»— l . f e-*-fx*\~ 

I non . f a -*■  b X*  f — 


'I  «"■*'“*</*  X 


f V4f 

Redite.  A V 

^ jrationelle,  lorfque  •»■  eft  un  nombre 

f entier  ou  zéro,  & A,  » des  nombres 


, entiers. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.  IRRAT. 


'Differen- ^ f ; 

tielle.  -(Ijf  " ^dxpr  «•-*-/*  . 

i a-i-bx’' 


TSubftitU-  /** 

14- < >rr*7=‘  >“'■•  = 


n ax  — e 


f—b7> 


.R«duit«  ., 


. ^ » 7 ■ Y (/-/'  z'-  - b (•»  ■ ■ 

V.  J’, 

|rationelle,  lorfque  tt  eft  un  nombre  ' 
.entier,  ou  zéro. 


l *^tie^e " ’C*’' " ‘ X ■[  ( t’  -F ) (æ-+-^  x” ) }■  *. 

Tsubilltu>  r » 4 


puüititu>  c 9 ^5.^—4 

15.  / tion.  i*  — 


RHuItc  ■ 


^tionelle  lorfque  -tt  eft  un  nombre  en- 
tier, ou  zéro,  & A impair. 


^ Jsubditu- r •» g g* — »» 

* \ tlon.  A.  b—fz,’-' 

^Réduira.  1 >» (4  — / s*  J’ * 

C lorfque  tt  eft  un  nombre  entier  ou  zéro . 
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I TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFE  RENT. IRRAT. 


Differen-  S 
tiellv*.  S 


TIt  — 1 
X tJx 


-/X‘)(--H^x’) 


rm,  ySubflita-  n 

i7-<  -io».  {*  =—.■ 


^ReJiiite.^  — fz) 

f nombre  entier  ou  zéro. 


rationelle,  v étant  un 


DlfTJren-  <-»«  — ij  / « /*îx\» 

ticile.  L*  a X [i-X  -+fx  ) . 


ISubAitu-  c n ez^^a 

i8.<  ~~TZfè 


. Rcdulce. 


- T T 1 , 

; rationelle,  lorfque 

eft  un  nombre  entier  ou  zéro,  A 
^etant  un  nombre  impair. 


Dîffcrçn»  r ▼«“•i»/  /'H  4»\i 

tielle.  \*  dx{e’-¥fx  -^aax^  ) . 
I SiibAito-  r » ~g  — f 


•to-  ^ n ‘.'Z  — 

..  O =— 


, Rednlte 


ratio- 

)nel!e , lorfque  t»-  efl  un  nombre  entier 
ou  zéro,  A étant  un  nombre  impair. 
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TABIX  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.*'^  IRRAT.“* 


I tWlIe. 


ISubftItu.  r « 2iz — f 
tion  .U  ^ — 22 


Réduite. 


|tioneIle  lorfque  t»'  eft  un  nombre  en- 
tier ou  zéro;  \ étant  impair. 


Difiërcn-  ..  vT 

tielle.  •^x’^  ^dx{fx  ~'gx  • 

r jt /“///V  — 4^'.  D 4 ? ' 

SnLftittt.\^= > ■®— Ti ^ 

tion . < 

w f$ B Z Z 


Réduite  J 


(B^A)z^  dzÇBzz-*-^) 


; ra- 


|tionelle  lorique  tt  e(l  un  nombre  en* 
fctier,  ou  zéro;  ^ étant  impair. 
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DE  REDUCTION  DES  DIFFÉRENT.  IRRAT^ 

Pdx\  P ne  contenant  que  des  fon- 
iflions  rationelles  de  x , & les  radi- 

’Diflaren.  Jcaux  P'  ( a a x x—h  fx -h  e~F . * 

UtflU , C — ^ -J— — î 

(aaxx-*-fx—he)*^^  &c.  du  même 
trinôme;  A,  /«,  &c.  étant  des  nom- 
^bres  impairs. 

|Subnitu-)*=pjT;î  ^ fonaion  rationelle  de 
tion.  qy’pjj  trouve  en  fublli  tuant  dans 

Jp^  zz~f 

^ X *_^LS : 

>)■  noonelle. 



*Pdx;  P ne  contenant  que  des  fon- 
Laions  rationelles  de  x,  & les  radicaux 

' Differen-  ] ^ /“ 

<(/x— gx’-»-e)*,  (/x— ^x*-^- r)" 
f&c.  du  même  trinôme  fx — ^x*-+-t; 
,A,  H,  &c.  étant  des  nombres  impairs. 


^3- 


2 & Z f 


Subditn- 


X-sz 


-,  Z fonaion rationelle 


tion.  ^de  g trouvée  en  fublTituant  dans  P, 

x — zx 

I Zdz{bg  — fz 

— tr 


IRedn 


lite , ^ ■ 


au  lieu  de  x. 

_fz^bzz)  rat;onelle. 


■ a. 
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''P dx  ; P ne  contenant  que  des  fon- 
[flions  ratîonclles  de  & les  radicaux 

nîir.-,..  )(/«— ^ ’‘-‘f  ■ 


tielle . 


[8cc.  du  même  trinôme  fx  — gx* — g; 
'a  , 8c  /U.  étant  des  nombres  im- 
L pairs. 

^ l/7T—  4 g f ^ t f— 


^3 


‘3 


14.1 


} X — S-lLlLd  ■ Z fon£lion  rationclle 

ilu.  / ’ 


ISubdltu. 
tion  , 


de  Z,  qu’on  trouve  en  fubflltuant 


Bzz->-A 


au  lieu  de  x dans  P. 


_ . . ( zZzdz[B  — A)  ..  ,, 

Réduite  .< 1 rationcllc , 
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TABLE  DE  REDUCTION  DES  DIFFERENT.  *'“  IRRAT 


LEl 


'’Pdn.Pnç,  contenant  que  des  fondions  rationelles 


[ DifTere  n-  ^ 

\de  » , 8c  les  Jeux  radicaux  (^é-hJ^x)  * ; 

8c  fd.  étant  des  nombres  impairs'. 

gj^,  ou  x=  "-^b-^-kx  — h — y 

•~^  = g— en  faiiânt  b — , 8c 


jre  |)(  ^ . 

Subn;ru.<r^g>  ^ fonflion  de  z qu'on  trouve  en  fubfti- 


tion  . 


■tuant  dans  P,^~-~aii  lieu  de  x,  au  lieu  de 


8c  (e-+gzzÿ  au  lieu  de  (h-^-kxY. 


; irrationelle  qui  ne  contient  plus,  que 


ne 

Réduite . 


\ ' 

24 

ISubfliru- 

Me  radical  (f— 

f%~  ^ loriijue  g cft  pofitive , &z  — , 

l 

jlorfque  e eft  pofîtive;  T fonflion  rationelle  de 

jy , qu’on  trouve  en  fubftituant  dans  Z au  lieu 

1 tion-.  ( 
1 Réduite.  ' 

^de  Z,  '-y  , lorfque  g eft  pofitive  , & 

1 -ig'  y 

■ , lorfque  e eft  pofitive,- 

► s — y y 

1 ’ loilque  ^ dl  pofitive,  & 

r , lorfque  e eft  pofitive  1 une 

l’autre  rationelle. 
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i-hkxÿ=tX"(l^pxy;  X,  X',  X" 

N 

étant  des  fondions  rationelles  de  x; 
rt,  ky  lyp  des  confiantes  réelles; 
fjL^  r des  nombres  impairs. 

(En  multipliant  le  numérateur  Pdx^ 
8c  le  dénominateur  ^ par  X'(^-<- 


SaliIHtu- 


U*)*_i-X"(/-+/>x)*  on  aura— 


IXXdx{a-*-bxY  {h-^kxy 
XX- {i  -^■^x'f  — X^^X‘'  (/-+/>x)’ 

\ « 
•^XX‘Jx(a-fùxy  (l-i-PxY 
X'X^h-^kxY' -X‘X\l-^fx)^ 

„ . . s On  réduira  en  rationelles  chacune  de 

Réduite  .7 

Cces  deux  fraflions  par  le  N.°  25. 
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P citant  une  fonftion  rationelle 


*°t'ieU«  {de  X & X^X' (a b x)~=tX''  { h 


I = 

A,  Sc.u 


— ♦'i^x)  *,  A,  8c  U des  nombres  impairs. 
'’En  multipliant  le  numérateur  Pdxy 
i&  le  dénominateur  j^parX-+-X’(rf-i- 


\Sub(litu-  / , ^ , „ , , , S~  Pd* 

\ tion.  <jf»)  -t-x  y onaura-r7= 


i.XXi-2XX'(a-*ix)  * -t-X'x\a^xŸ-XX\h-^kxT 


On  réduira  cette  fraélion  en  rationel- 


COn  réduira  cette 

'Rednite.  9 

^le  par  le  N.°  z6. 
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TABLE  DE  REDUCTION  DE  DIFFÉRENT.  IRRAT. *■“ 


[Pdx\  P ne  contenant  que  des  fon- 
£lions  rationelles  de  *,  & le  radical 


Différen- 
tielle . ^ 


* b w 


OU  &c.  «A,  w,  w,  8cc.  étant  des 
nombres  entiers. 


12.°  a-^bf^  c->r  A(^.j^lhl-Ÿ  — 

Subflitu-  /ou  &C.  r=:  Zy  ou  bien . 
lion  • \ 

P -=léï: 

CEn  fubftituant  ces  valeurs  rationelles 
^R*d“‘'*-<de  X dans  la  différentielle  propofée, 
Con  la  rendra  rationelle. 
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Remarq,ue.  Puifque  nous  avons  démontré  dans 
le  Chapitre  precedent , que  toute  fraftion  ratiouelle 
différeutielle  peut  toujours  fe  réduire  a la  quadrature 
d’une  des  feélious  coniques,  il  eft  clair  que  toutes  les 
diderentielles  aflTe£lécs  de  radicaux,  qu’on  peut  réduire 
par  transformation  a des  fradions  rationéUcs,  comme 
nous  avons  fait  dans  ce  Chapitre,  font  intégrables  par  la 
quadrature  de  quelque  feélion  conique.  On  pourrait  par 
les  principes  établis  dans  les  deux  derniers  Chapitres  cou- 
llruire  des  tables  generales  d’un  ulage  très  commode, 
pour  trouver  algébriquement,  ou  par  les  tables  ordi- 
naires des  logarithmes,  & celles  des  finus  & tangentes 
les  intégrales  des  différentielles  rationellcs,  8c  des  irra- 
tionelles  reduélibles.  On  n’auroit  pour  cela  qu’a  etendre 
les  deux  Tables  que  Newton  a donné  dans  fon  traité 
de  la  quadrature  des  courbes,  8c  ramener  fcs  formules 
irrationelles  aux  rationelles  par  noftre  table  precedente 
de  réduction , 8c  réduire  enfin  toutes  les  int^rales  qui 
fuppofent  les  quadratures  de  l’ hyperbole , & de  1’  ellipfe 
aux  logarithmes,  8c  aux  arcs  de  cercle  pris  dans  les 
Tables  ordinaires.  Nous  donnerons  icy  quelques  exem- 
ples de  ces  reduélions  en  parcourant  les  deux  Tables 
de  Newton . 


J02  Elemens  du  Calcul  inte'gral 

La  première  Table  ne  contient  que  quatre  formu- 
les generales  de  différentielles,  dont  les  intégrales  font  al- 
gébriques . Les  deux  premières  font  X 

( qui  ne  font  aucune  difficulté  ; les  deux  autres 

i_  i 

Ibnt**^”  ) * , 

en  fuppofant  que  ir  eft  un  nombre  entier  pofitif.  Ces 
deux  dernieres  formules  font  deux  Cas  particuliers  de 
la  formule  8.®  de  la  Table  precedente  de  reduélion 

J car  on  a ces  deux  cas  en  fup- 
polànt  >'=2,  & A=zi:i.  Or  en  faifant  e-+fx'=:z’^ 

ou  *"  ==  J uoflre  formule  devient  — ~ ‘ * X 

J nf^ 

(z" — cY~^\  différentielle  rationclle,  lorfque  -n  eft  un 
nombre  entier  quelconque,  ou  zéro,  A,  fk  r étant  des 
nombres  entiers  pofitifs , ou  négatifs.  L’intégrale  de 
cette  différentielle  eft  évidemment  algébrique,  lorfque 
■w  étant  un  nombre  entier  pofitif,  A-4-1'  — i eft  auffi 
un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  Par  exemple.  Si 
on  fuppofe  tt  = 3,»=:2,A=i,  on  aura  le  3.*  Cas 

de  la  troifieme  formule  de  Newton , qui  eft  * X 

1 

(e—¥-fx’)*y  dont  la  réduite  en  fuppofant  e-^f n"  = x,* 
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dx-^eez^  dz)^ 

J 9 f 


en  remettant  e—hfx”  au  lieu  de  **  ; ce  qui  eft  U 
même  intégrale  que  celle  des  Tables  de  Newton. 

On  pourroit  augmenter  cette  première  Table  en  y 

inférant  les  cas,  ou  dans  les  différentielles*’””*^*  X 

X 

'*■  efl  un  nombre  entier  pofitif  fucceffive- 
ment  = i , = 2 , = 3 Ù‘c.  ou  zéro,  & A —H» — i un 
nombre  entier  pofitif  ou  zéro,  comme  il  arrive. 

1. °  Lorfque  A = i , & v fucceffivement  = 2 , = 3 ,=4,  (ÿf. 

2. “  Lorfque A= 2 ,&» fucceffivement  ==  2 ,=  3,=4,Ô'c. 

3. °  LorfqueA= — 1,&» fucceffivement =2,=  3,=4,0*r. 

4. ®  Lorfque  A = — 2,  & f fucceffivement  = 3,=  5, = y^C^'c. 

5. ®  &c. 

on  peut  rendre  cette  Table  plus  etendue  a l’infini,  en 
introduifant  les  cas  ou  les  formules  de  noftre  Table  de 
reduélion  peuvent  s’intégrer  algébriquement;  comme 
font  la  4.'  formule,  lorfque,  t étant  un  nombre  entier 
pofitif,  7t,  A,  /U.  font  auffi  des  nombres  entiers  pofitifs, 
ou  zéro  ; les  5.*,  tf.* , & 7.*  formules  dans  les  mêmes 
fuppofitions ; la  p.*,  lorfque,  » étant  un  nombre  entier 
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pofitif,  q — I font  aufli  des  nombres  entiers 

pofitifs  ou  zéro;  la  lo.*,  lorfque  & » font  des  nom* 
bres  entiers  pofitifs,  & n*,  &A— t-»  — i aufli  des  nom- 
bres entiers  pofitifs  ou  zéro . 

La  fécondé  Table  de  Newton  renferme  onze  for- 
mules generales  rationelles  ou  reduflibles  par  noflre 
Table,  dont  les  intégrales  dépendent  des  «juadratures 
de  l’hyperbole  & de  rellipfe , & peuvent  par  confequenc 
fe  trouver  par  les  Tables  ordinaires  des  logarithmes, 
ou  par  celles  des  finus  & tangentes.  Nous  en  donne- 
rons quelques  exemples. 

Exemples.  Tirés  de  la  i.?«,  3.*,  & 4.*  for- 
mules generales  de  la  féconde  Table  de  Newton. 

La  I.*'*  eft  y nr  étant  un 

nombre  impair  pofitif.  La  3.*  efl: 

TT  étant  un  nombre  entier  négatif  ou  zéro.  La  4.'  eft 

I 

►/x”)  *,  TT  étant  encore  un  nombre  en- 

tier négatif,  ou  zéro.  Ces  trois  formules  ne  font  que 
des  cas  particuliers  de  la  formule  S.*  de  nôtre  Table 

x”'~^dx{e~¥f»y  y dont  la  réduite,  err  fuppofant  e 

-4-/x’’=»’  eft  , rationel- 

le,  lorfque  efl  un  nombre  entier  quelconque,  ou 
zéro,  A,  ty  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Donc 
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Donc  la  première  formule  h/*”)"”*  , en 

faifant  dans  nodre  formule  8.®  A = — i , & > = i aura 
pour  réduite  — 1 — s — e)^  *&,  fi  on  fuppofè 

■w=i,  cette  réduite  kia. dont  l’integrale  cfi 
/.  exprime  le  logarithme  hyperbolique  ou  tiré 
de  la  logarithmique  dont  la  fouftangente  cil  Tunité;  & 
cette  intégrale  fera-^  . z,  en  prenant  /.  z dans  les 

Tables  ordinaires,  & en  fuppofant  que,  la  fouftangente 
de  la  logarithmique  de  ces  Tables  étant  M,  on  ait  ATrre 
•jfj-,  comme  nous  l’avons  démontré  ailleurs  ( Art.  xxxii.). 

Si  on  fuppofe  -w  = 2 , la  réduite  fera  ^ z”'  </  z X 

) dont  l’intégrale  cft*““  — 


r d « 


— . l.  Z hyperbolique  = ^ /.  z pris  dans 

les  Tables  ordinaires . Si  on  fuppofe  7 =:  3 , la  reduite 


nf 


nf 


I Z* 

dont  l’intégrale  eft — r( — aezH-reN./.z). 


»r 


Pour  la  troifieme  formule  de  Newton  V*(e-4* 


//)*,  en  feilànt  dans  noftre  formule  8«  Xm,»=2, 
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& ^ elle  aura  pour  réduite  — 

"f 

ey~^y  & Tl  ou  fuppofe  -»-  = o,  cette  réduite  fera  ^ . X 
-iÜL=-  (d%-^  . Or  r intégrale  de  dz  eft  2, 

î*— f » ' ^ / 

& celle  de  - - fe  trouve  par  les  logarithmes,  lorfque 

c eft  pofitif  =-4-/T<»;  Car  alors  -7^  = 4^—  = 

t a — » % — 


, La Jz  La  à Z 

üiï = , dont  l’intégrale  eft 

en  prenant  ce  dernier  logarithme  dans  les 
Tables  ordinaires,  mais  lorfque  e eft  négatif  =-—aay 
la  diffe'rentielle  fera Or  l’intégrale  de 

Z — “ t Z “+ 

cette  différentielle  eft  — A;  A étant  un  arc  de  cercle 
au  rayon  a dont  la  tangente  eft  2 (Art.  Lii. ). 

Pour  trouver  cet  arc  A par  les  Tables  ordinaires 
des  finus  8c  tangentes,  dans  lelquelles  on  fuppolè  que 
le  rayon  du  cercle  eft  l’unité,  on  dira  (Art.  XLiv.) 
le  rayon  a eft  au  rayon  i,  comme  la  tangente  2 de 

l’arc  eft  a la  tangente  prife  dans  les  Tables  d’un 

arc  B lèmblable  a l’arc  A^  ou  d’un  égal  nombre  de 
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degrés.  On  aura  donc  le  nombre  de  d^rés  de  l’arc  B; 
on  déterminera  fa  longueur,  laquelle  foit  8c  on 

dira  x e(l  a comme  4 eft  a l’arc  A—aé;  Par  con- 

fequent  l’intégrale  de  — fera  — aè. 

Ainfi  dans  le  premier  cas  de  e poGtIf  zzzaa^  l’in- 
tégrale de  la  différentielle  - . fera  — X 

N l.  [ ; & dans  le  fécond  cas  de  e négatif  =r 

— tf/»,  cette  intégrale  fera  ^ opérera  de 

la  même  maniéré  dans  tous  les  cas,  ou  on  voudra  ré- 
duire les  Ic^arithmes  & les  arcs  de  cercle  aux  Tables 
ordinaires.  On  pourra  conilruire  en  cette  maniéré  des 
Tables  beaucoup  plus  utiles  & plus  commodes  qu’aucu- 
ne conftruélion  par  les  courbes. 

Exemple  tiré  de  la  fécondé  formule  de  la  fécondé 

Table  de  Newton,  , ir  étant 

un  nombre  entier  impair  & pofitif:  cette  formule  eft 
un  Cas  de  la  formule  àc  noftre  Table  de  Reduflion 

T A 

dx(e-^fx’’)'',(a—¥bx’’—hcx'’'y  y en  fâifant 
fx  = o;  A= — i;  T = 2 ; x”  = »*  , ù,  réduite  fera 

^ T — I _ 

»*  dz(e-i-fz*)  ; fi  on  fuppofe  fucceflivement 
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■7T  = i,  7T=:3,  Tr=5,  &'c, , les  réduites  correfpondan* 


tes  feront  - 


ei  Z 


1 ^ dz  i ^ z^d Z 
r>  ’ 


&C.  , 


dont  on 


trouvera  les  intégrales , comme  dans  le  dernier  exemple  ; 


car  on  aura 


e-hfz'’  f 


i;Az 


• i 

7 


&c. 


Exemple  tiré  de  la  formule  6*  de  la  fécondé  Table  de 


T fl  ^ 

Newton.  étant 

un  nombre  impair  pofitif.  Cette  formule  eft  encore 
un  Cas  particulier  de  nôtre  formule  7 ç en  faifant 


A = /*  = — I,  r=T2,  x"=zz*  ; fa  réduite  fera 


■“S*  ~+gz^)  ' = 


■'d: 


J-z’-^dz 


* / 1 . 4 

- -t-  - « -f  ï 

< s 


dz 


L-i-Lz^-i-z 

t < 


t-^-fz^-hgz* 

- , lorfque  ir-=.\^  & = 


— - • - y ■ — , lorfque  -x  = 3 , &c.  différentielles 

t s 

qu’on  intègre  après  avoir  trouvé  les  fafleurs  réels  du 
dénominateur,  comme  nous  avons  expliqué  dans  le 
Chapitre  precedent,  & dont  les  intégrales  ne  dépendent 
que  des  logarithmes,  & des  arcs  de  cercle. 

Enfin  on  peut  etendre  autant  qu’on  voudra  la  fé- 
condé Table  de  Newton,  eu  y inférant  toutes  les  dif- 
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fcrcnticlles  rationelles,  & toutes  les  irrationelles  rcdu£H- 
bles  dont  les  intégrales  dépendent  des  logarithmes  & des 
arcs  de  cercle. 

En  general  on  connoitra  par  nos  Tables  fi  les  dif- 
férentielles  irrationelles  qui  y font  comprifes  font  redu- 
flibles  par  cette  méthode  a des  différentielles  rationel- 
les, & par  confequent  intégrables  par  les  quadratures 
des  fe61ions  coniques.  Par  exemple,  foit  a examiner  la 

formule  différentielle  — - : on  la  ramené  a la 

K « — H A *’-+ f 

formule  20  * de  noftre  Table  ^ ^ -+/■ *”-4. 

X 

gM*”)*  y en  lâifant  — i,  » = 2,  i-n-  — 1 = »,  ou 
2 ir  = r-t- 1 . D'ou  l’on  voit  que  i^r  étant  neceflâire- 
ment  un  nombre  pair,  fi  tt  eft  un  entier,  il  faut  que 
» foit  impair;  donc  dans  le  cas  de  y impair,  cette  dif- 
férentielle ne  peut  dépendre  que  des  quadratures  des 
ferlions  coniques.  Mais  fi  » eft  un  nombre  pair,  & par 
confequent  r— t-i  impair,  alors  -v  ne-peut  être  un  en- 
tier, & la  différentielle  eft  irreduélible  par  nos  Tables, 
& par  aucune  autre  méthode  connüe. 
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, CHAPITRE  VH 

Des  méthodes  de  Newton  dans  le  traité  de  la 
quadrature  des  courbes  pour  trouver  Pinté^rale 
de  la  différentielle  (^Pdx')^  P étant 
une  fonEîion  quelconque  de  x, 

^^^Sjous  diviferons  ce  Chapitre  en  trois  articles. 
Dans  le  premier  nous  expliquerons  la  Théorie  generale 
de  Newton.  Nous  traiterons  dans  le  fécond  des  prépara- 
tions neceflaires  pour  l’application  de  cette  Théorie  aux 
difiTérentielles  propofées.  Enfin  nous  ferons  cette  applica- 
tion dans  le  troifieme  Article. 


ARTICLE  PREMIER. 

De  la  Théorie  generale  de  Newton  pour  trouver 
l’intégrale  S.Pdx. 

CCII. 

On  peut  confiderer  la  différentielle  Pdx  abfolu- 
ment,  & en  chercher  l’intégrale  fans  la  rapporter  aux 
quadratures  des  courbes.  On  peut  auffi  la  regarder  com- 
me l’element,  ou  la  différentielle  de  l’aire  d’une  cour- 
be, dont  l’abfdffe  ell  x,  & l’ordonée  perpendiculaire  y 
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= P;  & alors  l’intégrale  S.  P ou  S.ydx  lèra  éga- 
lé a l’aire  de  cette  courbe.  Cette  derniere  maniéré,  qui 
* eft  celle  de  Newton  a plufieurs  avantages;  première- 
ment pour  trouver  l’intégrale  S.ydx  par  les  quadratu- 
res des  courbes  les  plus  fimples;  Secondement  pour  la 
rapporter  aux  courbes  dont  les  quadratures,  font  déjà 
connues  d’ailleurs;  Troifiemement  pour  expliquer  plu- 
fieurs cas  d'intégrations,  qui  lâus  cela  pourroient  être 
embaralTans.  On  connoitra  ces  avantages  par  toute  la 
fuite  de  ce  Chapitre. 

CCIII. 

PROBLEME  I.  Trouver  autant  d’intégrales  qu’on 
voudra  de  la  différentielle  Pdxy  ou  trouver  autant  de 
courbes  quarrables  qu’on  voudra. 

PREMIERE  Solution.  Prenez  autant  de  fondions 
de  X qu’il  vous  plaira,  avec  des  coefficiens  & des  ex- 
pofans  indéterminés . Suppofé  qu’une  de  ces  fondions 
foit  X.  Prenez  fa  différentielle,  laquelle  foit  X'dxy  X' 
étant  encore  une  fonélion  de  x;  en  faifànt  X'dx=Pdxy 
vous  aurez  P = X'  & S".  P x = X.  C.  ^ F.  T. 

Seconde  Solution.  Si  on  confidere  P</x,  ou 
ydx  comme  l’element  de  l’aire  d’une  courbe,  dont 
l’abfcilfe  efl  x,  & l’ordonnée  perpendiculaire  y;  ayant 
pris  une  fonéfion  quelconque  X de  l’abfciffe  x & fa  dif- 
férentielle X'dxy  on  fera  X'dx=ydxy  8c  divifant  par 
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on  aura  X'=/,  équation  a la  courbe  dont  l’aire 
fera  S.  y dx~X.  C.  F.  T. 

Exemple  I.  Supposé  qu’on  ait  pris  la  fonéUon  ' 
X=-ax'  ; en  différentiant  on  aura  X' dx~  na x"~~'d  x; 
X'=^n  a x”  S.nax"  ^ d x z=z  X^  a x”  ^ 8c  y = 
fera  l’equation  a la  courbe  dont  l’aire  eft^x"  , 
Exemple  II.  Supposé  qu’on  ait  pris  pour  X la 
fonflion  ax  —\rbA^  A étant  un  arc  de  cercle  au  rayon 
r,  & dont  la  tangente  foit  x;  en  différentiant  on  aura 

X'd x=zy  d x = nax”~'dx-^~^;  y = »dx*“‘  -4- 

hxx)=«rfx"~‘'‘  —^rrtarrx”  ' -Hrbrry 

équation  a la  courbe  dont  l’aire  eft  ax”  —^bA. 

Exemple  III.  Soit  X = a x”-*-bl.Xy  /.x  étant  le 
Ic^arithmc  hyperbolique  de  x.  En  différentiant  on  au- 
ra X“  d x—y  d X =:  n a x"~^d x—h  ■ X'  = y~ 

t-j,  & /x  = »rfx"-4-^,  équation  a la  cour- 
be dont  l’aire  S.ydx  — ax"  -\rbl.x  . 

Ce  premier  Problème,  quoique  très  fimple,  four- 
nit un  principe  d’invention  dont  Newton  & plufieurs 
autres  Auteurs  célébrés  après  luy  ont  fait  un  très  grand 
ufage  dans  le  calcul  intégral.  On  s’en  fert  pour  la  con- 
üruélion  des  Tables  des  différentielles,  & de  leurs  inté- 
grales J 
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grales;  une  cliflerciniclle  quelconque  étant  proposée,  on 
peut  chercher  fou  intégrale,  en  prenant  a difcretion 
une  intégrale  avec  des  coelliciens  & des  expofants  in- 
déterminés, 8c  comparant  la  diirércmieile  avec  la  pro- 
pofée.  Tout  confifte  a bien  choifir  Ton  intégrale  Sc  a 
la  préparer  comme  il  convient,  pour  pouvoir  comparer 
ül  dilférentlelle  avec  la  propofée,  comme  nous  l’expU- 
querons  dans  ce  chapitre . 


CCIV. 

THEOREME  I.  Suppoié  que  R — e-^fx—i-gx^" 
• ^ X ' — 4- &c. , 8c  que  l’intégrale  ou  l’aire  S.fdx^=z 


X®  R , on  aura  l’ordonnée. 

Demonstratiok.  Puifque  x^  r’'=  S'./t/x,  en 

différentiant  de  part  8c  d’autre,  on  aura  6 x®""*rVx 

-+  A x^  R^~^dR=/dx;  en  écrivant  R.  ‘ pour 

R^  dans  le  premier  terme  de  cette  équation,  8c  x.x?“* 

pour  X®  dans  le  fécond  terme , ces  exprelTions  étant  ma- 
nifellement  équivalentes,  on  aura  (fR</x— +-Ax^/R)X 

x~^R!'~'=j'dx.  Or  par  la  fuppofition  </ R =5 

w/x"*“ Vx— Vx-4*3  ithx^’’~^  d x-^&c.y 

Rr 
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Donc  fl  on  fubftitue  les  valeurs  de  R & de  R dans 


l’equation  ( 6 Rd  x -¥-\  xd  R)  x*  ‘ R^  '=/ 
qu’on  divife  par  on  aura  l’ordonnée. 

=(- 

C.  F.  D. 

CCV. 


& 


x’-‘  r"  — 


THEOREME  II.  Suppofé  que  R = <?— »-/.v”  — »-_g ” 
-■¥  b x''" -¥ Scc. , que  5'  = /^— 4-/*’*— t-wx* "—H «'x^  ”-*-&c.y 
8c  que  l’intégrale  ou  l’aire  S.fdx  = x^R’'  S'“  , on  aura 
l’ordonnée . 


'9e<  -H)  ' 
A n 


elx” 


H-9  T . ~+9  -1 

~4-9  ^ ~-t-» 

L*’ 

) 

-1-»  ■)  -+» 

y » m *»  " 

“+  *(**  J — t-  ^ 1» 

î » 


■9  -?  , 

>f)i  > 


&C. 


Démonstration.  Puifque  x R S — S.^dx^  en 
différentiant  de  part,  & d’autre,  on  Aura.  / d x = U x. 
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Or  fl  au  lieu  de  R,  5",  dR^  dS  on  fubllitue  leurs  va- 
leurs dans  la  partie  de  l’equation  renfermée  dans  la  pa- 
renthefe,  & qu’on  divife  toute  l’cquation  par  dx^  on 
trouvera  la  valeur  de  l’ordonnée  f telle  qu’elle  efl 
enonçée  cy-delTus. 

On  peut  continuer  ce  theoremc  a l’infini,  en  fup- 
pofant  R y S comme  cy-deflus,  T-—p-¥qx”—^rx^’’—ir 
Sx^”-^&c.;  S.j>dx  = x'  R^'S^T'  y & ainfi  de  fuite. 

CCVI. 

Lemme.  Si  l’on  a plufieurs  différentielles  Pdx—^ 
^_dx-^Rd x—^-Ù‘c.={P—^^^R)dxy  & qu’on  fafle 
P-^^—^R-h&c.  = Z y l’intégrale  S.  Z dx  fera  égalé 
a la  lomme  des  intégrales  S.  Pd x-^S.  .^dx—^S.  Rd x 
—^Ù'c.y  ceft  une  des  premières  réglés  du  calcul  intégral, 
d’ou  l’on  conclut  que,  fi  l’on  a plufieurs  courbes,  qui 
ayent  toujours  la  même  ablciffe  x,  & des  ordonnées 
perpendiculaires  (yc.y  & qu’on  décrive 

une  autre  courbe,  dont  l’ordonnée  P foit  auffi  toujours 
perpendiculaire  a la  même  abfciffe  x,  & égalé  a la 
fomme  des  autres  ordonnées  y ~-^y  &c.y 

l’aire  de  cette  courbe  S.Tdx  fera  égalé  a la  fomme 
des  aires  des  autres  courbes  S. y d x-^S.y  d x-¥S./ dx 
-^S.y'dxdfc, 
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CCVII. 


THEOREME  III.  Suppofé  que  rabfciCfe  d’une  cour- 
be foit  que  R-=e~^f  x' -¥b  m — h Ô’r. , 
& que  l’ordonnée  perpendiculaire / = (<7— t- 

en  faifant  ^ , 

r— +-\  = î,  r— t-A  = /-,  r— i-A=r«,  «— &c.  ou 

9 

aura  l’aire  de  la  courbe  S.  ydx~x  R h 


Lb  — sfA  „ Af  — 

(r-+  I ;f  * ■’* 

■-  " — — ** 

•i  ? — (/-4-j)/"D  — (»— f-i  )/rC — («—H  I ) A B — zkA 
(r-+4)f 

Les  lettres  defignant  les  coefficients  donnés 

de  chaque  terme  dans  cette  fuite  avec  leurs  fignes 

I 

— a 

— — , c’eft  a dire  que  A=.^^  qui  eft  le  premier 

Ib  — sfA 

terme  de  la  fuite  ou  * ne  fe  trouve  pas;  5 = 
coefficient  du  fécond  terme,  ou  eft  *” 

le  — (t-t.t)rB—tgA  . 

C= ; r coefficient  du  a'  terme,  ou 

l’on  a x”,  &:  ainfi  des  autres. 
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D EMOKSTRATION . Si  OH  fuppofe  que  l'aire  d’une 
courbe  dont  rabfcilVe  eft  x,  & rordoiinée  perpendiculaire 

F foit  X*  R',  ou  que  x’ = S.  K.</x  ; en  multipliant 
de  part  & d’autre  par  une  confiante  quelconque  on 

aura  Ax  R^  = A.  S.  Vd xz=zS.  AVd x ^ & par  le  Theo- 

reme  I.  (Art.  cciv.)  on  aura 


-4-9 
— i- 1 X n 


-4-9 

~+l\n 


S<  en 


A l'  « 

faiflint  -J-  — y ordonnée  d une  courbe  dont  l’aire  foit 
Ax^  R^ , on  aura  / = A F =z  ^ASe  A/x” 


Maintenant  fi  dans  l’aire  Ax^  R , & dans  la  valeur  de 
y'  on  écrit  S -4-  » au  lieu  de  5,  la  confiante  B au 
lieu  de  A^  8c  l’ordonnée  y"  au  lieu  de  y'  on  aura  pour 

l’aire  de  la  courbe  Bx^~^”  R =:.S.B y"dx^  8c  l’ordon- 
née / = (rTM:Bc~*-[-^”iB/x'>  I Rjx*» 

-4-  R^~'  = ^6^^Sfx”2j;J^’’}R/x” 

R’"~"‘  . On  prouve  delà 
même  maniéré  que,  l’aire  de  la  courbe  étant  Cx*“*’*”r’^, 
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& fon  ordonnée  jT  ^ on  aura  =^6—4-2 

& de  même  fi  l’aire  eft  l’ordonnée/'"',  on 

aura/'-=(â-t-3».Dex*’  ^"  }^/*** 

Dgx^*— * i ^ de  fuite.  La  Ibm- 

me  de  toutes  ces  ordonnées  4-/"'— »-/'"-+•  &c. 

fera  donc  = 

•/4ï***  "V/iAx’"  — t-  dvf. 

J 

•B/x”  Xbsx^"  -4-  &c. 

-+t^a  J 

-ff-^ia.CïX*’  >C/x’  -+  Ç>f. 

— 4-^n  J 

-^.S-^^}rt  . Dex^"  -+  &e. 

8c  la  fomme  des  aires  correfpondantcs  a ces  tordonnées 

fera  Ax  R R —\rLx  R —^Dx  ^ R 

-^.(yc.  =(^-4-5*”-4-Cx*'’-4-Dx^”-»-éirr.)x*R\ 
Or  fi  on  égale  la  fomme  des  ordonnées 
&c.  a l’ordonnée  /,  ou  x®~*  R^~~^  (a-+^x'’—*-cx*'’—!- 

</’x’"-4-?Î7f. ),  la  fomme  des  aires  (A-*-Bx’’—^Cx^’'-+- 
Dx^ *— »-Ô'f.)x* jR'  fera  égalé  a l’aire  de  la  courbe. 


leA-\-S 

“+A 


«J  —h  2 X « J 

î — h ff 

.1 


-+  ? -4-M  .5  f x' 
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dont  l’ordonnce  eft  / (Art.  ccvi. ).  Si  on  égalé  donc 
tous  les  termes  <7,  cx‘”,  ù'c.  de  l’ordonnée  / aux 

termes  correfpondans  de  la  fomme  des  ordonnées  y, 
y , or.,  on  aura 
a — ^eA 

ù = (6—h\»)fA—^-(S—^n')eB 
r = (6  — h2  A w)  — t-  A w)y — t-  2 «}  f C 

&c. 

d’où  l’on  déduit 


A—^  — - — , en  failânt  ~ — r. 
„ i— fÇ-+xOM  -b  — ifA 


(S-+*)» 
plus  r— t-A=r. 


"■} ^ , en  faifanc  de 

(r  I )f  ' 


C = 


c — ( I) -*■  iXn'ip,  A — ( 9 -*■  n n )fB  

-t-  in  )e 


1 t — (7-*-  l)fB — tgA 


en  faifant  s— t-A  = /-,  & ainfi  de 


fuite  a l’infini.  En  fubftituant  ces  valeurs  de  A^B^C^D, 


Ù'c.  dans  l’aire  x®R^(  A — B x”— 1-  C x*  D x^  ” — t-  ù'c.  ) 

on  aura  la  fuite  propofée  dans  le  theoreme  égalé  a 
Paire  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft  y.  C.J^F.D. 

Si  on  vouloir  réduire  l’cxpreffion  de  l’aire  en  une 
fuite  reguliere,  il  ne  faudroit  pour  cela,  que  fubflituer 
a la  place  des  cocfficiens  A^B^C^D,  8<c.  leurs  valeurs 
déduites  des  équations  precedentes,  on  auroit. 
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iî*  X -- 

''  1 1 

Lb  — ifA 


— c — » -*■  i .fB  — IgA 

L_**» 

r-*-  i.r 


— s-t-ï.fC  — t-t-i.gB  — uiA 

-4- J! ^.:=: — X»*  -+•  (7c. 


c 


1 

' R""  X ^rc  ** 

Lb 


if.i. 


r . r -h  1 . e 


T./,  i A 


— r*  ï 
s -*•  i ,sf  . - ^ 


r H-  2 . f 

. ô'f. 


a;*”— H 


Af*"— ♦- 


i ,r^i.e 


r.r^hz . e 


& en  continuant  ainfi,  on  aura  une  exprcnion  plu5 
commode  de  l’aire  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft 


CCVIII. 

Corollaire  I.  Suppofé  que  l’abfcifle  d’une  courbe 
foit  X,  que  R'=-e—^f x‘—¥gx^''—\-bx^'^—^t3‘c.  , & que 

l’ordon- 
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l’ordonnée  perpendiculaire  foit  ^ R*'  on  aura 

-)■ 


C 


(s  -t-  2)fC  i)gB  -t-ithA\  J m 

(r-*-5)» 


(■ 


(j  -I-  0/~D  — ^ \ ^ 

(r  -*-4  )«•  }"  'J* 

on  démontré  ce  Theoreme  en  faifànt  dans  la  ferie  du 
Theorerae  ^=1,  b=.o^  c=o,  d'=o  & par  con- 


fequent  A=z-^y  B=z r — , C=— - 

^ 'f'  r-fï.e  ’ 


CCIX. 

Corollaire  II.  Si  dans  le  Corollaire  precedent 
on  fuppofe  de  plus  que  il  eft  un  trinôme 

ou  que  h = Oyk=^Oy  on  aura  S.^dn  — 

• \r»  (r-t-iir  \ (r-n)c 

V {'-*■  î J*  \ ('^-«■4)'  J 

&C. 

ccx. 


Corollaire  III.  Si  ou  fuppofe  de  plus  dans  le 

Corollaire  IL  que  g = 0j  ou  que  il  eft  un  binôme 

Ss 
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f-+-/x”,  on  aura  S.jfd>,  = xR’'  *" 

(s—h  t)fB  lit  J»  4» 

(r-Hl)»  (>•-+•})» 

Û*f.^,  & cette  fuite  eft  toujours  finie,  lorfcjue  S eft 

un  nombre  entier  négatif;  car  fi  au  lieu  des  lettres 
A^ByC on  écrit  leurs  valeurs,  les  termes  2' 
3«  4'  , &c.  de  la  fuite  feront  multipliés  par  les  fa- 
fleurs  r,5. i— t-i,î.r— t-i.î-+-2  &€.  & par  confequent  fi 
î=. — I,  j = — 2,  r= — 3,  Ô'f.,  les  termes  s.  j— t-i, 
r.  i— +*i . ï-4-2  Ù’c.j  8c  tous  ceux  qui  les  fuivent  s’éva- 
nouiront . 

CCXI. 

THEOREME  IV.  Suppofé  que  rabfcilTe  d’une  cour- 
be foit  x;  que  R — e— *-/^x”— +-;6x^ H CÎT'f. ; 5" 
= ^— H /x” -4- wx* * — hx'x*”— i-Ô*f. , & l’ordonnée  per- 
pendiculaire /=:x*~  ' R’'~‘  S“~  ‘ ( a—hl;  x” —h  c 
d x’  — 4-ôV.  ),  & qu’ayant  multiplié  la  fuite  <r,/, 
Ô*f.  par  chaque  terme  de  la  fuite  •,m^n\Ù‘c. 
on  ait  formé  les  reflangles. 


ek 

fk 

bk 

&c. 

el 

fl 

hl 

<7c. 

em 

fm 

gm 

h m 

en 

fri 

gri 

h ri 
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fuppofê  enfin  que  les  coefHciens  numériques  de  ces 
reflangles  foient  refpeflivement 

- =r  r— = t t-+K—-v  &c. 

1$ 

r-4-,u.=î'  s-^fjL==zt'  = v «U— Ô’f. 

= = >v'-+u=i'w‘'  «LU— 4- jU  = z' Ô’r. 

« m U Ht  0/0  /»/  Vrt# 

r -4-,a=:^J  'y-4-,u=^  git;  — g CTr, 

on  aura  l’aire  de  la  courbe  S.j/dx  — 


"—.—tr-b  — sfk-^ 

tek  n •' 


— iel  A n 

■ X 


(r-4- 1 )ek 

\c—{s-^i)fkB  — rgkA 
— t'flA 


— t'emA  î n 

N 


{r-\-z)ek 

-^à' — (s^z)fkC  — — vbkA 

(î-+-2)  elC — {t'~\-i)flB  — -vg  l A 
— (f"— +-I  )tf>wB  — v’/mA 
— 'ü  en  A 


{r-t-z)ek 


&c. 


La  lettre  A defignant  le  coefficient  connu  du  pre- 


mier terme,  ou^-r-  avec  fon  figne  ou — , B defi- 


Digitized  by  Google 


jî4  Elemevs  du  Calcul  inte'gral 
gnant  le  coefficient  connù  du  fécond  terme , C le  coeffi- 
cient connù  du  troifieme  terme,  8c  aioii  de  fuite;  une 
ou  plufieurs  des  quantités  é^r.,  Ô'r.,  kf 

/,  CTc.  peuvent  manquer,  ou  être  égalés  a zéro 
comme  dans  les  theoremes  precedents. 

Démonstration.  Si  on  fuppofe  que  l’aire  d’une 
courbe  dont  l’abfciffe  eft  »,  & l’ordonnée  perpendicu- 
laire y foit  S.y  dx  — Ax  S'*  y on  aura  ( Art.  ccv.  ) 

l’ordonnée 


•>tkA 


XfiAx*"^*  l^«*i<***  “*’*  -+  &c.- 

H-»  -]  } 

H-MWJ  -4-^»  ^flAx*"  —hiKn  -+  &(.J 


tmAx** 


-11» 

■ S 

■ K » \fmAx 


• l,<iX 
-» 


O-f. 


C>f. 


maintenant  fi  dans  l’aire  Ax^  R*‘ & dans  la  valeur 
de  y,  on  écrit  B au  lieu  Ae  A;  ô-t-n  au  lieu  de  6,  & 
y' au  lieu  de/',  on  aura  l’aire  de  la  courbe  S.B/"dx 

= B & l’ordonnée 
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3^5 


•n,e  kBx 


- — -t-i -*•»  "i 

3 


pR«’  -+.(5>'f.>»’  R S 


■ 9 -t-n-j 

^em 
■Z  fit  J 


B»**-*.  &e.^ 


& en  écrivant  C au  lieu  de  au  lieu  de  5, 

8c  y"‘  au  lieu  de  y dans  l’aire  R!"  S’*  , & dans  la 
valeur  de  y',  on  aura  l’aire  de  la  courbe  S.  Cy"'dx=s 
l’ordonnée 


$-*■  Z n.e  kCx'" 

H-x» 

-+J'n  J 

& ainfi  de  fuite. 

La  fomme  de  toutes  ces  ordonnées  /,  /*,  /*",  &c. 
fera  donc  = 
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*tkA-k-9 

J 

— H 9 

— H . 

^ikAx 

-+/*»  J 

■ “+• 

■ tlAx* 

X f$ 

lf‘Ax 

-+i 

-4-f*  « 


} 


etBx'" 


-¥9  -t-in.  ekC*^" 


•&c, 

-Ûfc. 

■ &C. 
•&ci 


-&c. 
■&c. , 


8c  la  fomme  des  aires  correfpondantes  fera  R*‘  S'* 

-h  Bx^  S"-h!^c.=x^R^  r(^-t- 

B x”-hCx^’'-hDx^’' 

Or  fl  b fomme  des  ordonnées  y -,  y" ^ y" ■>  eft 

égalé  a l’ordonnée  / = ( <7— —hr  **"-+</' x’* —H 

Ô*f.)x*  * R*"  * ‘ , b fomme  des  aires  fera  éga- 

lé a l’aire  S.ydx  de  b courbe  dont  l’ordonnée  eft  y 

(Art.  ccvi.);  & fi  on  égalé  tous  les  termes  /»,  hx" ^ 

f X*",  Ô*r.  de  l’ordonnée  y y aux  termes  correfpondans  de 

b fomme  des  ordonnées/',/''’,^",  Ô*f.  on  aura 
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a-=.^ek-^ 

^ = (f  — — 4-M  »)  e l A-+  (( -i- n)  e k B 
c = ( 6 — h 2 \n')  gk-^  ^ —i"  fJ-  n')  fl  A —H  ( 6 — 4- 

2 4*  n{^em  A—¥{f—¥n—^^n')fk.B-^  »)tf/J3 

-+(ô— »-2  n)ekC 
Û*f.  a l’infini. 

D’ou  l’on  tire 

X 

A=.-r-r—^^^—r->  en  faifant-=r 

— (9  — (•  ^^n)etA 

J_  b — ^ 

— ” ‘ <»n  fai  Tant  de  plus  r— t-X  = î & 

(.r-t-/)»* 

ou  C=-f  — (■f-^  Of^  B — ^ 

" —{/-*■  l)ei  H — i'flA 

^ en  faifant  de  plus  s-+- 

X~t yS-^(i-=.t\  S —¥p-  — t a l’infini.  En  fubfti- 

tuant  ces  valeurs  de  Ô*r.  dans  l’aire  x^lC'S^ 

X (.<^—+-5*'*-4-c on  aura  la  fuite  propofée  dans 
le  theoreme,  égalé  a l’aire  S./ du  de  la  courbe,  dont 
l’abfciffe  cft  *,  & l’ordoiince  perpendiculaire/,  C.j^  F.  D. 
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Ou  peut  tirer  un  grand  nombre  de  Corollaires  de 
ce  theoreme  en  faifant  différentes  ruppofitions  fur  les 
tQrmss  ajb^CyÙ’c.;  e^fygy&c.ikyl ytny&c.  & fur  les 
expofans  ».  On  voit  auffi  qu’on  peut  continuer 

autant  qu’on  voudra  les  fuites  de  ce  theoreme,  & des 
precedens;  la  maniéré  dont  les  derniers  termes  fe  de- 
duifent  des  premiers  eff  manifeffe. 

CCXII. 

Theoreme  V.  Suppofé  que 

«“Ô'c. , que  l’ordonnée  perpendiculaire  d’une 

courbe  dont  l’abfciffe  eft  » foit  8c  que  les 

quantités  données  ô,  »,  A,  e,/,  CTc.  demeurant 
toujours  les  mêmes  dans  cette  ordonnée,  on  fubftitue 
fucceffivement  des  nombres  entiers  quelconques  au 
lieu  de  <r  & de  r;  Si  on  connoit  l’aire  de  l’une 
des  courbes  qui  naiffent  de  ces  fubftituiions , on  con- 
noitra  auffi  les  aires  de  toutes  les  autres  courbes,  lorf- 
que  il  eft  un  binôme,  ou  =ze-*-fx";  & fi  on  con- 
noit les  aires  de  deux  des  courbes  qui  naiffent  de 
ces  fubftitutions  , on  connoitra  auffi  les  aires  de 
toutes  les  autres  courbes,  lorfque  R eft  un  trinôme 
= e-4-/*"— & fi  on  connoit  les  aires  de  trois 
de  ces  courbes,  on  connoitra  aufti  les  aires  de  toutes 

les 
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les  autres  courbes,  lorfque  R eft  un  quadrinome  =e 
— & ainfî  de  fuite  a l’infini. 

Démonstration.  Cas  I.  Lorfque  l’expofant  s 
de  H eft  continuellement  augmenté,  ou  diminué  par 
l’addition  ou  par  la  fouflraélion  de  n {ans  aucun  change- 
ment dans  l’expofant  de  R. 

I.“  il  étant  un  Blnome=  foit»'~*jR^~‘ 

l’ordonnée  d’une  courbe,  & A l’aire  qui  lui  répond  = 

S.»  l’aire  A étant  donnée,  on  aura  l’aire 

^ R^  ^dx  de  la  courbe  dont  l’ordonnée  eft 

**'*’“”’  ' R'"”*  :car  puifque  A=S,x^~~^  R*‘~^dx^  en 
multipliant  de  coté  & d’autre  par  une  confiante  quel- 
conque P y on  aura  pA=.S.px*~^  *dx  j & par  ce 
que  (Art.  cciv.)x*R'eft  l’aire  d’une  courbe  dont  l’or- 
donnée efi  ( f-t— f-A«.yx")  X*  * R^  *,  on  aura 

X* R^  = S.dx  (ôe-4-«-t-A»./x’’)x*"‘‘R’''"\  par  con- 
fequentx'R^ — p^=S'.(5e-+6— i- A «/*x’)x  R 'dx 

— S. P x^~~' R^^'dx^zS.  (ee — p-^^-^\n.fx")x~\ 
R^  ‘iixj  Donc  en  faifant  îc — p=zo  ou/>=ô^,  on  aura 
x^r'  — 6 eA—S.Çs x”)  X*  ‘R*’  'dx=:S.(^~-\- 
Xn)  fx*  dxR*^~^  ; & en  divifant  de  pan  & d’au- 
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tre  par  la  quantité  conl^nte  ( ô -+  ^ » )/,  on  trouve 

P \ X f 

xR—ifA  _ * ...  . . 

dx  R , aire  d une  courbe  dont 

l’ordonnée  eft  At*  ” *R*^~*;  ayant  defîgné  cette  aire 

par  B y on  voit  que , comme  par  l’aire  donnée  A d’une 

courbe  dont  T ordonnée  etoit  **““*  on  a trouvé 

l’aire  B de  la  courbe  dont  l’ordonnée  eft  **"*’”’”  * R^“*  * , 
on  trouvera  de  même  par  l’aire  donnée  B la  troifieme 

aireC  d’une  autre  courbe  dont  l’ordonnée  fera 

, & ainfi  de  fuite  a l’infini. 

G’eft  la  même  manière  pour  aller  de  l’aire  A en  de- 
feendant , ou  pour  trouver  l’aire  d’une  autre  courbe , dont 

l’ordonnée  fbit  x*  " * R*'  car  en  fubflituant  — 

» au  lieu  de  6 dans  le  Tlieoreme  I,  on  trouve  que 

R^  eft  l’aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée  eft 

(fi  — w.  f ♦-A  »T/'x’’)x*  ” 'jR.’'  ‘ = ».ex~" 

•-4-5  — »— i-A«.y)x  ^ r!'  *;  & puifque  faire  A=S. 

*</x,  &pA=.S.px  ’ R*’~*</x,  on  aura 

R^-pA=zS.{h-^n.ex~”-^^n^\n.f)x'~' 

R^~'dx~-S.px*~^R'^~''dx  = S.(o^,.ex~'‘  -h- 

fc  — X-+A»./— R^“*  </x;  donc  en  fai  fan t 
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^ — u-^\n.f — />=o,  ou  p=zb‘ — on  aura 
— (ô— -»  -^\n').f  A~S.(è—’n.ex  ”) x®””* 


R^  Vx=S.  (â  — n.e')x 


s — n — 1 T,>  — i 


</x;  par  con- 


fequent 


X R < — ( 9 — ff — Hx  x")/  A ç I » » — 


X—  I 

‘ R dx 


aire  d’ une  courbe  dont  l’ordonnée  eft  x’  “ ” ' * . 

On  peut  aulTi  defcendre  de  l’aire  B a l’aire  A au 

moyen  de  l’equation  x^  B!'  — GcA=(6-9-\n')fB.  Car 

en  tranfpofant  on  aura  x*  — (6 -i- \ n)f  B = 6e  Ay 


8c  en  divilànt  par  fie,  on  trouve  A = , 


II?  il  étant  un  trinôme  = f que  les 
ordonnées  des  deux  courbes  foient  x*  * *,  & x®”*"*  * 

R^~'  8c  leurs  aires  A=S.x^  ‘ R^~~^dxy  8cB~ 
S.  X*  R^~~^d  X les  deux  aires  A y 8c  B étant  don- 
nées, on  aura  l’aire  C,  ou  S.  x*”*"*"  * iC  * dx  car 

puifque  (Art.  cciv.)  X®  R!^  eft  l’aire  d’une  courbe  dont 
l’ordonnée  cil  f-S—i-Aw.y'x’’— 4-6— 4-2 A«.gx*”)x®  * 

iC  * , fl  on  multiplie  l’aire  A y 8c  la  valeur  S.x  *. 
lC~~^dx  par  une  confiante  indéterminée  py  &aulü l’aire 
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JB  & (a  valeur  S.  * iC'  *</  x par  une  autre  con- 

fiante indéterminée  on  aura  l’equatlon  x*  R*'  — pA 
— q B S.  [ S e —¥•  É-+-A«.y*"— 2 \n.gx  ) **  * 

R dx  — S.px  R dx — S.qx  x R d* 

c ^ r-H-ô— ♦- n « ^ X 

= A.(  ■'  P * -<- fl-4-2  Am.  pj»*"  J * K 

\—p  — * 7 ^ -5  / 


& en  faifant  p=.ÎCy  8c  q-—S—i-\n.fi  & divifânt 
de  coté  & d’autre  par  5 —h  2 a h. g , on  aura 


—^eA  — (»~4~Kn)fB  _ $-4-1» — I „K — I j 

^ 9.  .. . — t =z  S,  X R dx 

C »-+»  x>»)^ 


d’une  courbe  dont  l'ordonnée  eft  x 


e-+ 1 »—  I 


lignerons  cette  aire  par  C,  & de  miîme  que  par  le 
moyen  des  deux  aires  données  A 8c  B ^ on  a trouvé 
l’aire  C,  on  pourra  par  le  moyen  des  aires  données  B 
& C trouver  une  quatrième  aire  D d’une  courbe  dont 


l’ordonnée  fera  ^ R^  *&  aiufi  de 


fuite  a l’in- 


fini . 

C’efl  la  même  maniéré  pour  aller  des  aires  B 8c  A 
en  defcendant,  ou  pour  trouver  l’aire  d’une  autre  cour- 


be, dont  l’ordonnée  foit  *,  car  en  opérant 

comme  pour  le  binôme,  on  trouvera  x^~~”  lC= 

S.  (fi— •M.m”''’— 4-J— w— t-A». /'-+S— «-+2 Aw.^*")X 
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m 


K R*'  "dti  ; & X*  — r!^~p  qB  = 

^ 6 — «— t-Aw.y'— hô— »— H2  Am.^)  a 

A —p  —qy  J 

^ R*'  *</*;  donc  en  failant  ^ = (f — »— »-A«)y, 

Sc  ^ = (ô— •»— ►2  A»)^,  & divifànt  par  (fî — «)f,  on 

trouvera  _ 

(»  — n Jt 

S.x*  " ‘JR.’'  ’/J*,  aire  d’une  Courbe  dont  l’ordon- 

nee  eft  *' 

On  peut  aufn  fe  fervir  de  l’equation  **  JR^ — ^eA 

4-A»)  fB  = ( fl— 4-2  A»  )^.  5'.*®“’"*’’  ‘R*'  'i/« 

— (fl-4-2A«)^C,  pour  defcendre  des  aires  C,  & B a 
l’aire  car  en  tranfpolânt  & en  divifànt  par  flr,  on 

trouve 

<;  « 

III  ? On  voit  facilement  qu’au  moyen  de  la  même 
Méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres, lorfque  R fera  un  quadrinome;  Si  on  connoit 
quatre  aires,  on  trouvera  les  autres  lorfque  R eft  un 
quinome,  & ainfi  de  fuite.  C.^F.D. 

Cas  II.  Lorfque  l’expofant  A de  R efi  continuel- 
lement augmente  ou  dimiuué  par  l’addition,  ou  par  la 
foufiraflion  de  l’unité  fans  aucun  changement  dans  l’ex- 
pofant  de  «. 
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i.°  R étant  un  binôme  foit  R*' 

l’ordonnée  d’une  courbe , & l’aire  qui  lui  repoud  , S. 

K ~~  ‘ iî.  V x — A.  L’aire  A étant  donnée , on  trouve- 
ra l’aire  S.  r!'~~'^  dx  d’une  autre  courbe  dont 
l’ordonnée  eft  car/)  étant  une  confiante 

indéterminée,  on  aura  />**  ^ R’'=zpR.x*  ^ R*'  * = 
{pe-^pfx)x^-^  lC-\  & pA=S.{pe^pfx”). 


« — I I>^ — I 


dxy  & a étant  une  autre  confiante  indé- 


terminée, on  aura  (Art.  cciv.  ) ax*  R^ — S,  Ç6  e a- 


6 A « , /jy’jc”  ) X ‘ R ^ dx  ; par  confequent  ( Art. 

CCVl.)  ax  R -^pA=S\^^^  J*  X 


R!'  ^dx-  donc  en  fuppofant  p—*-S-+\n.a  = o^  ou 

— (S— 4- A») 4,  on  aura  ax  R — (^6~-^\n)aA=z. 

S.(^6ea-^pc)x^  ^ R^  ^ dx  = S.(  — A»a^)x*  ‘X 

R!'~^dxj  & en  divifant  de  part  & d’autre  par  la 

confiante  — \nae  y on  aura  ^ 

x'~  ‘ R’’"”  * = aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée 

efl  x'“*R”“‘.  Si,  au  lieu  de  fuppofer  /)  = — (f*— t- 
Kn)aj  on  fait  6ea-+pez=^o  y ou  p=.  — ô/<,  on  aura 
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= S.x*~*’’~~^  R^~'  Jx=C,  aire  d’une  cour- 

be  dont  l’ordonnée  eft  x^'*”  ' R*'  & comme  par 

le  moyen  de  l’aire  donnée  A ^ on  vient  de  trouver 
ideux  autres  aires  B,  & C,  on  pourra  trouver  par  le 
moyen  de  l’aire  B deux  autres  aires  D fc  qui  ré- 
pondront aux  ordonnées  » ^ R^  *,  K*"’'"  ‘ R’’ 

& ainfi  de  fuite  a l’infini. 

On  peut  aulTi  remonter  de  l’aire  B a l’aire  A par 
l’cquation  x^ R^  — (5— — A»eJ5,  c’eft  a di- 
re, que  connoiflant  faire  B,  ou  S.  »*  * R'  ^ dx^ 

d’une  courbe  dont  l’ordonnée  eft  x~^  R^~‘^  ^ on  peut 
trouver  faire  A^  ou  S.  x~~'^R!'dx  d’une  autre  courbe 
dont  l’ordonnée  eft  x~^^  r!' ; car,  puifqu’on  a l’equa- 
tion  **  R*'  A=. — \neBy  en  tranfpoiànt, 

& en  divHànt  par  C-VA»,  on  trouve  A -- — — itJLlL-. 

II  f R étant  un  trinôme  =e— «-/*"— h & 
les  deux  aires  A^  8c  B,  ou  S,  x^  ' R^dny  8c  S. 
x*~^"~'  R'' d X étant  données,  il  faut  trouver  deux  au- 
tres aires  C,  8c  D,  ou  S.  x^  * R^  ^dxy  8c  S. 
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* if  JC,  & par  le  moyen  de  ces  deux  aires 
C,  & D,  en  trouver  deux  autres  £,  & F,  ou  S. 

R* & ainfi  de 

fuite. 

On  a par  fuppofition  pA=zS.px*“^R^dx=S. 

Çpe-^pfx” -+pgx^ •)  ** ” ‘ R'-“  ‘ c/x,  & qB=S.qM~^^  X 

R^cfx  = 5'.(5'r— +-2/x"— »-^5x*”)x*”^"“'‘R^“*<fx;  on  a 

de  plus  (Art.  CCI V.)  xx*  R^  = S'.(flxff— »-6-4-A».fly«" 

-♦-Ô-t.zA«.x^x*")x*'“‘R^""c/x,  &^x'“^’’R*'=5‘. 

(6-4-«.^rx’— hb— t-»— hAx.^y'x*'’— 4-&— h«— +-2A».X 

ùgx^")  x^~  ^ R^~'  dx.  En  prenant  les  fommes  de  ces 

aires,  on  aura  l’equation  ax  R^ —^b x '*'*  r!"  —¥p 
qB  = 


■2>^  n ,ig 

-*-ÎS 


dx 


Maintenant  pour  déterminer  les  valeurs  des  conftan- 
tes  P y qy  a y 8c  b y de  maniéré  que  les  termes  de  cette 

équation  des  aires  ou  fe  trouvent  x*",  & x^"  s’eva- 

nouiflent 
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nouïflent,  & que  l’equation  ne  contienne  plus  que  les 

aires  B.,  S.  R'^~  ^ d x j & des  quantités 

confiantes,  on  égalera  feparément  a zéro  le  premier, 
le  troifieme,  & le  quatrième  termes;  on  aura  par  le 
premier  terme  6ac—hpe  — Oj  ou  p — — par  le 

4.'  terme  q = — ôl>  — & par  le  3.*  en 

chaflànt  p,  8c  ^ , on  aura  b = - . En  fublVituant 

ces  valeurs  de  />,  8c  b dans  le  fécond  terme  de  l’e- 
quation  des  aires,  le  coefficient  de  ce  terme  fera 

Xnaff^±Knape  01)  • 1 • 1 1 

, & 1 équation  deviendra  ax  R ^ 

bx*^"  R^-^pA-^qB=S.  x 

R'^-^dxj  ou  ax*  R^-6aA—(6-i. 

- R"  - Vx, 

ou,  en  effaçant  /*,  x*  — 9 A- — (^H- 

donc  en  divifant  de  coté  8c  d'autre  par  & 

nommaut  D le  premier  quotient , on  aura  D = S. 

x*~^’‘~^  R^  ^dx^  aire  d’une  courbe,  dont  l’ordonnée 

eft  ; on  trouvera  de  la  même  manière 

V V 


Digitized  by  Google 


338  Elemens  du  Calcul  intégral. 

l’aire  C , ou  S.  x‘~'  dx  d’une  autre  courbe  y 

dont  l’ordonnée  fera  x^~^lC  en  égalant  feparé- 
ment  a zéro  chacun  des  quatre  termes  de  l’equation  des 
aires  excepté  le  premier,  & on  opérera  de  même  pour 
trouver,  par  le  moyen  des  aires  données  C,  & D,  les 
aires  £ & F de  deux  autres  courbes,  dont  les  ordon- 
nées font  8c  & ainfi  de 

fuite  on  pourra  aufll  remonter  des  aires  £ 8c  F aux 
aires  C,  8c  D,  8c  de  la  aux  aires  8c  B,  8c  ainfi 
de  fuite  en  fe  fervant  de  l’equation  de  la  fommc  des 
aires,  comme  nous  l’avons  fait  pour  le  binôme. 

Donc,  fi  on  augmente  ou  diminue  continuellement 
l’expofant  de  K par  l’addition,  ou  par  la  fouliracHon 
de  l’unité,  8c  qu’on  connoifle  deux  des  aires  les  plus 
Cmples  trouvées  de  cette  maniéré,  on  pourra  trouver 
toutes  les  autres  a l’infini,  lorfque  R efl:  un  trinôme, 
comme  on  les  trouve  pour  une  feule  aire  donnée,  lorf- 
que R eft  un  Binôme. 

III  On  voit  facilement  qu’au  moyen  de  la  même 
méthode,  fi  on  connoit  trois  aires,  on  trouvera  les  au- 
tres, lorfque  R eft  un  quadrinome;  fi  on  connoit  qua- 
tre aires,  on  trouvera  les  autres,  lorfque  R eft  un 
quinome,  8c  ainfi  de  fuite. 

Cas  III.  Lorfque  l’expofant  ^ de  x eft  continuel- 
lement augmenté  ou  diminué  par  l’addition,  ou  par  la 
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fou(lra£Uon  de  »,  & que  l’expofant  A de  R cft  auffi 
continuellement  augmenté  ou  diminué  pr  l’addition, 
ou  pr  la  fouftraélion  de  l’unité:  Il  efl:  évident  qu’on 
pourra  trouver  les  aires  par  les  deux  cas  precedents 
joints  enfemble.  C.^.F.D. 

CCXIII. 

Corollaire  L Nous  avons  trouvé  dans  le  pre- 
mier cas  du  Tlieoreme  l’equation  J — Se  A — '(5-»- 

^n)fB  = (S—i-z\n)gC.f  lorfque  R eft  un  trinôme 

& que  A^ByC  defignent  les  aires 

C fl  "“I  ^ J fl— f-?l— I r*  fl  — f*  1 W I . - 

O.  X R dXjS.x  R axyS.x  X 

r!'  dx.  Cette  équation  en  tranlpfant  & divifant  par 
n devient  5^  — 

~ X en  remettant  les  valeurs  de  A,  B,  C,  elle  de- 
vient x^  eS.x*~~^  -H- A^/i  X^- 

R!'~'dx-^-(^±^2K)g.S.x’-*-^’‘-^  R’'~'X 
dxi  en  écrivant  pr  tout  au  lieu  de  P,  on  aura 

i R'=(-Î  r±<r  )e.  S.  ^ 

R’‘"Vx-+(^^  -h  2 a 
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z±,<r  iC'  ’</*;&  enfia  en  fuppo- 

.lânt  =r,r— ♦-\=:ï,î— »-’>=^',&c.,on 

aura  x*^”*  iR.^=(r:±(r)  e.  '■“*  lC'~^  </*—»■ 

CCXIV. 

Corollaire  II.  On  voit  pr  la  pro«re(Tion 
des  termes  de  cette  derniere  équation  que,  fi  on  fup- 

pofe  R égal  a un  Polynôme  quelconque  e—hf x”~¥gx^'' 

— *-  Ù'c.  on  aura  l’equation  generale  **^"”R 

(rr±or)e.  S.x^~'~'"’ R ^ d x-k-(sz±<^)  f X 

R'  ~'  dx-^{u=t-)b.  S. *9 -«  -+î  “ Vx-4- (j'zi: 

c)k.S.x*~~^~^^"  R^  'dx-}-&r.  dans  laquelle  on 
fuppofera  les  coefficients  &c.  égaux  a zéro, 

•lorfque  R fera  un  binôme,  o\i  e—^fx”  ] on  fuppofera 
les  coefficients  b^  k-,  &c.  égaux  a zéro  lorfque  R fera 
un  trinôme,  ou  on  fuppofera  le  coef- 

ficient k y & ceux  qui  le  fuivent , agaux  a zéro , lorf- 
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qae  R (èra  un  quadrinome,  ou  f 
& ainfi  des  autres  polynômes.  On  comprend  par  cette 
équation  generale  la  vérité  du  premier  cas  dans  toute 
Ton  etendue;  car  il  e(l  évident  que,  R étant  un  bino* 
me,  l’equation  ne  contiendra  d’un  coté,  que  deux  inté- 
grales ou  deux  aires,  8c  que,  l'une  étant  donnée,  on 
trouvera  l’autre;  R étant  un  trinôme  l’equation  ne  con- 
tiendra d’un  coté  que  trois  intégrales  ou  trois  aires, 
dont  deux  étant  données  on  trouvera  la  troifiemc;  R 
étant  un  quadrinome  l’equation  ne  contiendra  d’un  coté 
que  quatre  intégrales,  trois  .defquelles  étant  données, 
on  trouvera  la  quatrième,  & ainll  de  fuite. 

ccxv. 

Corollaire  III.  Dans  le  fécond  Cas  du  theo- 
reme  nous  avons  trouvé  l’equation  x*  iî' X 

j-t-n  — i j^K  — i J Lorlque  R eft  un  trinôme,  ou 
t-gx*”,  & que  A=S.x*  B = 

S'.  **"*■"■“*  R'(/x  . Cette  équation  en  fuppofant 

z=P  , & en  tranfpofant  devient  x*R'-t- 

-^B-h-AwR.  s. 
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X R dx-  ea  divifànt  par  »,  & remettant  les 

valeurs  de  A.  & de  JB,  elle  devient  - x*  X 

</x  , & en  e- 

crivant  par  tout  A,r±r  au  lieu  de  A,  on  aura  ■“  **  X 
" -^77  ^ ” -R'  “ ' x’-‘R'  ^/x-h  ( i-H  I 

-+- 2 A r±  2 r ) S.  X®-^”- ‘ " ^x -h  ( A r±  r ) P X 

S". *“’^</x  = r S. x*~’  P'””  </x— *-(r— *-1 

=±2  r)  ^ 5.  x’ -+ » - * ü' - ^ ^ X -H  ( Ad:  r ) P.5-y ‘ X 

R^~~^  d X y en  fuppofant  “ = »•>  r— hA  = ^,  ï— h 

^ = comme  cy-deflus  ; cette  équation  eft  generale 
pour  le  trinôme,  & elle  fert  aufll  pour  un  binôme,  en 
faifant  g=-o. 

CCXVI. 

Corollaire  IV.  Si  dans  le  fécond  Cas  du  theo- 
reme  on  fait  évanouir  tous  les  termes  excepté  le  pre- 
mier dans  la  quantité 
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•-+M»  . »+T 

-t-pe  -hi—t-n.ie 

~^pf 
-¥qt 


.î" 


on  trouvera  p = ■ ■ ; <7=; — X*  "*•” ~*~ **^*)*^  • & 

& en  fubftiruant  ces  valeurs  dans  l’equa» 


tion  de  la  fomme  des  aires  a R -H-  ^ R*"  — f. P A 

-^qB—S.{^ae-\-pe)x  ‘ ■”  V » , on  aura /» »*  ü’' 

R'- jç 

R'^.,  apnf,  avoir 

mis  5.  IC'  dxau  lieu  de^,  & 5". 

au  lieu  de  B.  en  multipliant  toute  cette  équation  par 
^ ®n  la  divifânt  par  nay  elle  devient  par 

reduflion  r!'  R*‘  — 


^ffe)  S.x  R V* -H- ^ ^ ff — 4 ' ^ f ^ 

S.x  Rdjt—q‘^--^-i-^i\^fg,S.»^~*'"  Vxjenfin 
fi  on  fubftitue  par  tout  dans  cette  équation  \=tr  a la 
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place  de  X,  on  aura  pour  le  trinôme  R l’autre  équa- 
tion generale  ^ ^ = 

^(Xrtr)  (^see^ffe)^S.x*-^ 

2eg)-+{\=±r)  (Jf— 45  r) *'“*  R'’-V»-i- 

t- 1 — 1-2  X^2  T^fg.S.x*~^’’~^  R^'^Vx,  qu’on  ap- 
pliquera au  binôme,  en  faifant  g = o. 

CCXVII. 

Corollaire  V.  On  peut  déduire  aifément  des 
principes  precedents  une  méthode  analogue  a celle  de 
Newton . Soit  donnée  l'intégrale  ^ de  la  différentielle 

e-*-f x’^” . x‘”~^  dx^  8c  qu’il  faille  trouver  l’intégrale 

B de  la  différentielle  ( e— 4-/x")'”.  x^ ~ ‘<^x,  dans  la 
quelle  l’expofant  de  x hors  de  la  parenthefe  foit  augmen- 
té de  n expofant  de  x dans  la  parenthefe  : il  faut  mul- 
tiplier e—t-/x”par  x"”,  8c  en  même  tems  diviferx^"”*^’ 
par  la  même  quantité;  on  aura  ( ex'— h/x’’"*'' )”  . 

dx~dB . Soit  fuppofé  » — +- £t  expolànt 
de  la  plus  haute  puiffance  de  x,  dans  la  parenthefe,  égal 
a l’expofant  de  la  plus  haute  puiffance  de  x hors  de  la 
parenthefe,  augmenté  de  l’unité,  c’eft  a dire 
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— <rm,  d’ou  l’on  tire  <r  maintenant  fi 


Ion  confideroit  comme  confi.int  le  premier  terme  rcn- 
fcrmi  dans  la  parenthefe , la  diiierentielle  precedente 

( e ^ f Y*  — I J / -r 

V ^ ^ dx^  OU  {ex  ^ 

^ ^ ^ , a ca  jIc  de  £t  w — f-  <r  zrr;  \ ;j  J aurolt 


pour  intégrale  — * . — .1 

>»  -I-  I.  M r.  / 


( Art.  XL.  ) ; mais  en 
fuppofânt  les  deux  termes  v’ariables,  tels  qu’ils  font 
afluellement,  on  auroit  la  difféieatielle  . 

* - — e . («■*  f X ) * Donc 


’■} 

É . r I. 

(>»-*■/*  ) s ^ e ' 

m -*  I . U J .f  a r ,f  '' 

= Bt  S(.^  en  fubftituant  pour  <r  là  valeur,  on  aura 


t-/x” x’-'d  K 


Wv  W • 


ro  A i . »y 


l./ 


5.  x"'’~'dx 


= 5 ; mais  l’intégrale  A de  (e-*-f  x’  )”’ . k'"  ^ dx  eft 

donneé  par  fuppofition;  donc  --  . 

//J  .4.  A 1 • « y'  # 

= B. 

m A l . / 

Si  la  quantité  renfermée  dans  la  parenthefe  etolt 
un  polynôme  tel  que  e—\-jx“-¥gx^’'—^hx^  — t-  &c.  , 

alors  la  différentielle  de  {e—\-f^—^gx'”—^bx^"—^ 

Xx 


Digitized  by  Google 


34<î  Elemens  du  Calcul  intégral 


" feroit  w— t-i  {nfiî’  ^ dx-+zngx^’’  'Jx 
^^abx’""  Jx-*-&c.) 

•+(e— 4-/..**— t-gx*”— ’ . \nx^"  Vx=»j— t-i. 
»y'x'”'*"  *</x— f/«— f-i.2»gx*"'^*"  *</x  -4-6*f.  — 4- 
x—^\nf  d X ^ fl  g X*' ” * "~Vx 

-4-Ù'f.)  (f— hyx"— 4-gx*"-+-Ô'f.)”;  il  eft  évident  par  la 
loi  de  cette  progrefTion  que,  fi  les  intégrales  de  x*'”~'  dx 
( ^ ^ iJV.  x"  ” ‘ ^ r -f/x" -4- 

gx*»-^-Ô'r.r  , 

&c.  font  reprefentées  par  B,  C,  D,  Cî^r.  l’intégrale 

de  toute  la  fuite  precedente,  qui  eft  x -f^gx^" 

<-+-/5x^”— ♦-iJ*c-.)’”~^*x*'"  fera  reprefentée  par  \ ne  A— \- 

K—ifin  — t- 1.  « 2W— t- 2.  WgC— 4-  \ — 4-  3 W— 4-  J. 

n bD-h^'c.  & par  confequent,  fi  on  a un  nombre  quel- 
conque d’intégrales  données B , C,  on  trouvera  la  fui- 
vante  D,  &c.  foit  par  exemple,  g = o,  bz=.o^  & (bit 

donnée  la  valeur  de  A^  on  auroit  (e— 4. 

A»e^— 4-A— i-»j— 4-  i-n/B  ,&  B=  — ^ 

K ^ m i,nf 

;■  comme  cy-deflus. 

À W I , / 
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Il  eft  alfé  de  voir,  que  fi  l’iategrale  de  la  diffé- 
rentielle x” y” d X etoit  donnée,  on  pour- 

roit  de  la  même  maniéré  connoitre  l’inteiirale  de 

i^e—\rfx'’y‘.x‘’‘~^'’'~^dxy  r étant  un  nombre  entier 
pofuif  quelconque:  il  ne  faudroit  pour  cela  que  fuppofer 

= =Vj  V-Hi,  ou  A-I-2  = 

A";  A'— hi,  ou  A— «-3  = A",  & faire  les  intégrales  de 

‘</x,  («r-+-/x’’)’”.x^'" -'</*,  (f-h 

fx^y.x^'—^dx,  (^r-t-/*")'”.x^'''-‘^x,  (ÿr.  refp;- 
ftivement  égalés  a 5,  C,  D,  Ô'r.  on  auroit  alors 
comme  cy-deffus 


Mx*-" 

m -+  K -t-  i , nf 
Mx*-"” 


\e  A 

m — (-X— I-  i ./ 

B 

m -*■  K'  —f  i ,f 

>>"f  C 


w — t-X -+ 1 . «/  m ~t- i , f 


= B 
= C 
= D 


en  fubftituant  la  valeur  de  B dans  la  fécondé  équation, 
on  auroit  la  valeur  de  C,  & en  fubftituant  la  valeu' 
de  C dans  la  troifieme  équation,  on  auroit  la  valeur 
de  D,  & ainfi  de  fuite;  on  formeroit  une  progrcffion 
d’intégrales,  comme  nous  avons  déjà  expliqué. 


54.6  Elemen’s  du  Calcul  intégral 
GCXVIII. 

THEOREME  VI,  Suppofé  que  R = e-+f x”—tFgx*" 
-4- lé Ô'f. , & que  S'  = ^— ♦-/x"— que 
l'ordonnée  perpendiculaire  d’une  courbe,  dont  rabfcifle 
efl:  X,  foit  x*'  — jR*'— & que  les  quantités 
données  f A,  /u,  r,  /,  ç,  lé,  , m,  &c.  demeu- 
rant toujours  les  memes  dans  cette  ordonnée,  on  fubiTi- 
tue  fuccenîvement  des  nombres  entiers  quelconques  au 
lieu  de  <r,T,  & p;  cela  étant  fuppofé,  fi  l’on  connoit 
les  aires  de  deux  courbes  qui  nailTent  de  ces  fubftitu-- 
lions,  on  pourra  trouver  les  aires  de  toutes  les  autrüi 
courbes,  lorfque  R 8(.  S font  des  binômes;  & li  on 
connoit  les  aires  de  trois  des  courbes  qui  nailTent  de 
ces  fubflitutions,  on  pourra  trouver  les  aires  de  toutes 
les  autres  courbes,  lorfque  R 8<.  S pris  enfemble  ont 
cinq  termes,  c’eft  a dire,  lorfque,  R étant  un  binôme, 
S efl  un  trinôme,  ou  au  contraire;  & fi  on  connoit 
les  aires  de  quatre  des  courbes  qui  naiflènt  de  ces  fub- 
ftitutioHS.  On  pourra  toujours  trouver  les  aires  de  tou- 
tes les  autres  courbes,  lorfque  R 8c  S pris  enfembitf 
contiennent  fix  termes,  c’eft  a dire,  lorfque  l’un  des 
deux  eft  un  binôme  & l’autre  un  quadrinome,  Sc  lorf- 
que ce  font  deux  trinômes,  & ainfi  de  fuite  a l’infini. 
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On  démontré  cette  propofition  par  le  Theoreme 
II.  comme  on  a démontre  la  precedente  par  le  Tlico- 
rerae  I.  il  fuIUra  d’en  donner  quelques  exemples. 

Exemple  I.  Suppofé  que  R Sc  S foient  deux  bi- 
nômes e— &.  ^ que  les  deux  aires  don- 
nées fuient  y 8cB  — 

X 8c  qu’on  veuille  trouver  la 
troificme  aire  C = S". " 'R*'  *5^  V*,  dans  la- 

quelle l’expofant  de  * dans  l’aire  B fuit  augmenté  de  ». 
P 8c  (J  étant  des  confkintes  indéterminées,  on  aura  pA 
= S.px'—’  R'"~'ÿ‘~'clM;qB=zS.qJ  r'"" 

dx—S.qx”x^~'  R^  ’S'^  '(/«,&  par  le  Theoreme  II. 

X®  R^S"= 


-i-) 


• X 19 


H-h* 


} 


/rV 


l 

s 


flx'" 


en  faifint  dans  la  formule  generale  du  Theoreme  II. 
gz=.o  — m^  par  ce  que  R,  & 5"  font  des  binômes; 

donc  la  femme  des  aires  x R S"  -^p  A-¥qB"=c 
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S. 


-+» 

— + \ H 

-+• 

“+f*» 


-4-9 


} 


-4-J  . » 


en  faifant  évanouir  le  premier  & le  fécond  terme  cha- 
cun feparement,  on  aura  p = — & q~  — (fi— ♦- 

X „ & en  écrivant  ces  valeurs  au 
lieu  de  /),  & ^ dans  l’equation  des  fommes  des  aires, 

elle  deviendra  S — ^ek  A — (ô— — (6— 

fifi)  /eB  = 5'.(fi— 1-\«— 4-1^»)//**”.**”'  R’"~''S^  V» 

en  divifant  de  coté  & d’autre  par  (ô— t-Aw-t-ju.»)//, 
on  aura  la  valeur  de  l’aire  C. 

Exemple  II.  Suppofé  que  R 8c  S foient  encore 
deux  binômes,  que  les  deux  aires  données  foient  A= 
S.M^^R!'S^(ix,  8c  B = x*-*"’-^R’'S'^dx,  8c  qu’on 
veuille  trouver  les  deux  autres  aires  C^S".  **“' jR'"”* 
S’^dxy  8c  Z)  = S.  ^ r!'  ^S'*dx^  en  retranchant 

l’unité  de  l’expofant  de  R dans  les  deux  aires  données 
A 8c  B ; P Sc  q étant  des  confiantes  indéterminées, 

on  aura  pA  = S.px^~^  R’^  S’^dx  = S.pRx^-' R*'~^ 
^ dx  = S.(pe—*’pfx'')i^  ^ R!'  ‘ S dx;qB=S.qx")^ 
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R»»-*  R"— '5-  ‘ 

dü^  8c  (Art.  ccv.)  en  écrivant  /x— *-i  au  lieu  de  /u, 
dans  la  formule  generale  du  Theoreme  IL  on  trouve 

ê K * 

/ 5 =: 


donc  la  Ibmme  des  aires  x*  R’'  S 


-p  A-¥qB:= 


I -<-/>< 


-*e  - 

X n . 

-►  A W f 

G 

-t-» 

? 

-¥  n ^ 

-*■  rt 

S /fX" 

-*■  a 

s 

H 

t 

-y-qt 

h' 

**  'R^~'s>‘dx 


en  égalant  ^ zéro  le  fécond  & le  troifieme  termes  cha- 
cun feparément,  on  trouvera  les  valeurs  de  p & 
qu’on  fubiHtuera  dans  l'equation  des  fommcs  des  aires; 
en  fuite  on  divifera  de  coté  & d’autre  par  le  premier 
terme  Sek-^-pCj  après  y avoir  mis  la  valeur  de  />,  & 


A 
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on  aura  la  valîur  de  l’aire  C.  Pour  trouver  la  valeur 
de  l’aire  D on  égalera  a zéro  le  premier  & le  troifie- 
mi  teriTiîî  chacun  feparémeiu , & on  déterminera  par 
la  leî  valeurs  de  p & qu’mi  fub'.Htuera  dans  l’equa- 
tion  des  fommes  de>  aires;  en  fuite  on  divifera  de  coté 
& d’autre  par  le  coefficient  du  fécond  terme , après  y 
avoir  mis  les  valeurs  trouvées  de  />  & de  & on  aura 
la  valeur  de  l’aire  D. 

CCXIX. 

THEOREME  VII.  Les  aires  des  courbes  font  éga- 
lés, lorfque  leurs  ordonnée»  font  en  raifon  réciproque 
des  dilférentielles  des  abfcifl'es . 

Dïmon’STRATiom  . Soyent  / & « les  ordonnées 
refpe£lives  de  deux  courues , perpendiculaires  a leurs 
abfcilfes  *,  ss.  Si  /:  « = (/»:  fl'.v,  on  aura 
c’ell-a-dire , les  différentielles  des  aires,  & par  confequent 
les  aires  mêmes  égalés  entr’elles.  C.^F.D. 

ccxx. 

Corollaire  I.  On  peut  par  ce  theoreme  trou- 
ver une  infinité  de  courbes,  dont  les  aires  feront  éga- 
lés. Car  fuppofons  .que  ydx  foit  une  différentielle  pro- 
pofée  de  l’aire  d’une  courbe , dont  l’ordonnée  eft  / , & 
l’abfciffe  *,  & qu’on  veuille  trouver  une  autre  courbe 
d’aire  égalé,  dont  l’abfcÜTe  foit  z,  & l’ordonnée  u;  oa 

formera 
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formera  a volonté  une  eqiution  entre  les  abfcifles  x,  & 
Z,  laquelle  nous  reprefeuterons  generalement  par  X=Z, 
Xy  & Z étant  des  fondions  quelconques  des  abfciflès 
X,  Z . On  prendra  enfuite  la  différentielle  de  part, 
& d’autre,  & fuppofant  qu’on  trouve  X'J x = Z , 
X'y  & Z'  étant  encore  des  fonflions  de  x,  & de  z, 
on  aura  dz\dx=zX:Z'\  enfla  on  fera  cette  proportion 
X':Z'—y:u=.^Y^\  8c  on  aura  l’ordonnée  « de  la 
nouvelle  courbe.  Or  puifqu’on  a quatre  variables  x, 
^,z,«,  & trois  équations  entre  ces  variables,  fçavoir 

1. ”  l’equation  a la  première  courbe  entre  /,  & x; 

2. °  l’equation  fuppofée  X=Z;  3.°  l’equation  « = ; 

on  pourra  toujours  trouver,  par  les  méthodes  ordinai- 
res de  l’Algebre,  une  équation  a la  nouvelle  courbe 
entre  l’ordonnée  «,  & fon  abfciffe  z,  8c  la  différen- 
tielle ud%  de  l’aire  de  cette  courbe  fera  égalé  a la 
propofée  /dx. 

Ce  Corollaire  renferme  la  méthode  generale 
de  Newton , par  laquelle  on  peut  transformer  une  diffé- 
rentielle propofée  /dx  en  une  infinité  d’autres  égalés, 
parmi  lefquelles  on  pourra  choifir  celles  qu’on  voudra 
pour  l’intégration.  Il  faut  neantmoins  obferver,  qu’il 
n’eft  pas  toujours  neceffaire  d’employer  tant  de  calculs 
pour  cette  transformation,  & que  fouvent  il  fuffit  de 
fuppofer  X z=  aji  y a 8c  s étant  des  confiantes  indcter- 

Yy 
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minées,  & de  fubftituer  enfutte  dans  la  diffcrentieiie 
propoféc  /dx,  la  différentielle  da:  au  lieu  de 

dxy  k an'  au  lieu  de  x dans  la  valeur  de  / trouvée 
en  X , par  l’equation  donnée  a la  première  courbe , com- 
me on  verra  dans  les  Cbrollaires  fuivants . La  métho- 
de que  nous  venons  d’expliquer  eft  très  elegante , & 
elle  fournit  dans  des  cas  difficiles  des  transformations  très 
utiles . 


CCXXI. 

Corollaire  II.  La  différentielle  x*”"  *dx(e-i-/x’’ 
— l-gx*"— f-iTV.  )”  de  l’aire  d’  une  courbe  dont  rabfcillê 
eff  X , & l’ordonnée  x*~  '(e  -^f  x"  -*-g x*  " -h-  <2^r. , en 

fuppofant  x”=z’ , ou  X = »*  devient-^  « * d % (e 

-+■/*’ t-Ô’i-.)’' ; différentielle  égale  de  l’aire 
d’une  courbe , dont  l’ablciffe  efl  z , & l’ordonnée 

» r — » •_ 

Z " (f-4-/’z’-4-j;z* car  puHque  x=z", 

on  aura  x =«  * , & en  différentiant  dx=  - X 

PI 

9 

b’  dz,  & en  fubfiituant  ces  valeurs  & z*  au  lieu  do 
x”  dans  la  différentielle  propofée , elle  fe  transforme 
comme  nous  avons  dit. 
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CCXXII. 

Corollaire  III.  On  trouve  de  la  même  manié- 
ré que  la  diffcrentielle  ^ 

9 

4- en  fuppolôut  x=*’  devient 

— >i 

CCXXIII. 

Corollaire  IV.  La  diflerentielle  h d^X 
(x-»-^x’’-+cx*»-f-0’c.)  X 

(^— 4-/x”— ♦-»»x*"-+-0'f. )**  par  la  même  ruppofition 

» » > — g 

de  x = a"  devient  - a * </a  (x-+^a' — hc  a* 

Û'c.  ) -+-/ a’  — 4- a*  4-  w Z*  , 

Ik  ainfi  de  fuite  a l’inBni. 

CCXXIV. 

Corollaire  V.  La  différentielle  x‘~'dxX 
(f-4-/x”— 4-^x*'’-4-ÔV. de  l’aire  d’une  courbe  dont 
l’abfciffe  eft  x,  & l’ordonnée  x*  ‘ ( f— h/x" -+-^x^''-+- 

Ô'c.  , en  fuppolànt  x = -^  = a ’ , devient  — zT~ * X 


Digitized  by  Google 


Elemens  du  Calcul  inte'oral 

f^T"' -^(yc.Ÿ  t différentielle  d’une 
jUtre  courbe  , dont  l’ablcifli  eff  x , & l’ordonnée 


lorfqu’on  a le  binôme  r— dans  la  parcnthefe  fous 

l’expofant  A;  & TTTTTT;  T > lorfqu- 

% 

on  a le  trinôme  e—¥fx'—^gx'”  dans  la  parcnthefe 
fous  l’expofant  A , & ainfi  de  fuite  ; car,  puifqu’on  a 

fuppofé  * = *;“*,  on  aura  x*"=:x“'*", 

& dx  = — x“*i/z,  & en  fubffituant 
ces  valeurs  dans  la  différentielle  propofée,  elle  devient 


• — 1 


par  confequent — x * ^dz(e—t-fz,  ")^= — 


— »\x „ — ) — r. 


1 — » X 


dz{ez”-^.ff  = 


i -»V\  ~*‘fŸ ' trouve  de  même  r— h/x  " 

-*i»— -KJ.— )'= 
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«— J*  (g f a* ; 


& ainfi  de  fuite. 

ccxxv. 
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— V 


Corollaire  VI.  La  différentielle  x*~^dx{e-¥ 
/'as'-h-jjc*'*— (^-4- /*"-♦->»  X*  "-H- lèV./  en  fuppo- 
fànt  *=  “ devient  — * ^ 


-¥&c.y‘  { k différentielle  de 
l’aire  égalé  d’une  autre  courbe,  dont  l’abrcifle  ell  x,  & 

l’ordonnée  , (^— 

Z 


kx”f,  lorfque  les  polynômes  renfermés  dans  les  paren- 
thefes  fous  les  expofans  X & ju.  font  deux  binômes  e-h 

f»\  & ^H-/x%  & ^ ^ , K (g  g' ” / X 


lorfque  le  polynôme  dans  la  parenthefe  fous 
l’expofânt  A.  eft  un  trinôme  e—f-y'*'— t-gx*",  & l’autre 
un  binôme  ^ -+•  / x*  ; on  démontré  ce  Corollaire  com- 
me le  precedent. 

Il  faut  obferver  que  dans  ces  deux  derniers  Corollaires , 
les  différentielles  des  deux  aires  égalés  ayant  des  fignes  con- 
traires -4-& — a caufe  de  la  fuppofition  ^ > qui  donne 
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Jx= ^ , les  deux  aires  égalés  doivent  être  prifes  en 

fens  contraire  pr  rapport  aux  ordonnées,  de  forte  que, 
fl  l’une  des  deux  aires  eft  prife  le  long  de  l’abfciffe  dans 
une  des  deux  courbes,  l’autre  aire  égale  doit  être  prife 
le  long  de  l’abfcifle  prolongée  au  delà  de  l’ordonnée  dans 
l’autre  courbe  mais  on  évité  tout  embaras  dans  ces  oc- 
cafions,  en  ajoutant  une  confiante  indéterminée  a l’inté- 
grale de  la  différentielle  transformée , & en  déterminant 
enfuite  cette  confiante  par  la  réglé  que  nous  avons  don- 
née ( Art.  XIV.). 

CCXXVI. 

Corollaire  VII.  Si  le  rapport  entre  l’ordonnée 
& l’abfciffi  X d’une  courbe  efl  exprimé  par  une  équa- 
tion affeélée  de  cette  forme -4-^/* " ***—»- 
x‘  -\.<^c.)—x^  (k-hl  y”  X*  -i-  m y*  " x^  * y 

en  fuppofant  s = 1:^  ; z =]  x\  & A = 17^^  , la 

différentielle /i/x  de  l’aire  de  cette  courbe  deviendra  égalé 
a la  différentielle  udz  às  l’aire  d’une  autre  courbe  dont 
l’abfcifTe  fera  * , & l’ordonnée  »,  & l’equarion  non  affeélée 
l u*^  [e—i-fu"  — I-Ô'c.)'  -h  mu*”  —h 

Ù'c.  )~^=  Z ; car  puifqu on  a fuppofé z = y x\  en  dif- 
férentiant  on  aura  dz'=zx  ‘~~^dxy  8cdz:  dx=^x*'~~''  : i. 
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Si' donc  on  fuppofe  encore  ‘ : i =/  : on  aura  ~y~ 

X 

= u ordonnée  d’un  autre  courbe  d’aire  égalé  a la  pro- 
pofée , dont  rabfcifle  fera  z ( Cor.  I.  ) ; or  fi , au  lieu 

de/,  on  fubftitue  (à  valeur  ux'  ‘dans  l’equation  a la 

première  courbe,  cette  équation  deviendra  u"  (e-j. 


J/» ZH-i-ii 


r»  , — tlt— fia  y-.  \ O 

" -+IMI#  * — t-Or.},  « par  ce  que  r 

— — ~ — & par  confèquent  r»=»  — J',  cette  équa- 
tion , en  fiibfHtuant  » — «l'  au  lieu  de  rw,  deviendra 


»“/  “(e-+fu’-i.gu  _f.6*r.)  = x'’ 

-f  Ô'c.  ),  & par  la  divifion  elle  fc  change  en 


-mu 


CSCf.  0 J a n.â— f^a  _ 

* =* , a cauie 


< iu".».  ma*  v>f. 

de  et  — ja  = a(i— j),  & de  I — r=  I — --4-1=:^. 


mais  on  a fuppofé  x^=jz,  d’ou  l’on  tire  x = (rz)^  , 

m n$-+ia  t 

it  " —(sx)  ""  =(ïz)a,  a caufe  de  A = 


t—t 


& de  sn—Tt’—t'  ; donc  l’equatioa  (êra  » X 


< -f  / »* -f  m Cr«. 


7:; — -~  = (rz)^,  & en  devant  de  part  & 


Digitized  by  Google 


Elemens  du  Calcul  inte'gral 
d autre  a la  puiffance  A , on  aura  « ) 

= jz,  & en  divifant  par  s on  aura  X 


___  ( f -t  fa"  H*  * -►  &e.  ^ 

Nous  aurions  pù  nous  etendre  fort  utilement  fur 
ce  beau  Corollaire  de  Newton,  & en  démontrer  Tufage 
dans  les  équations  différentielles  a plufieurs  variables,  & 
dans  lesquelles  ces  variables  font  mélées  enfemble;  mais 
cette  matière  appartient  a la  fécondé  partie  de  nôtre 
ouvrage , dans  laquelle  nous  la  traiterons  expreffément . 

CCXXVII. 


Corollaire  VIII.  Si  le  rapport  entre  l’ordonnée 
f & rabfcllfe  X d’une  courbe  ell  exprimée  par  l’équa- 
tion affcélée  (e  —¥f  y"  x*  g &c.  )~x^  X 
y * -+- x^*  ô*c. ) — hx’’  qy  X* 

r/*"**^— H Ô’c.)  , en  fuppofant  r = , z=ix^  , /u. 

= j”)  & y = — - , la  différentielle  y d x At  l’aire 

de  cette  courbe  deviendra  égalé  a la  différentielle  » </  s 
de  l’aire  d’une  autre  courbe  dont  l’abrciffe  fera  %,  l’or- 
donnée w & l’equation  — 

"-hCirf.) , 
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-+•  &C.  ) . La  demonftration  eft  a peu  près  la  même 
que  celle  du  Corollaire  precedent.  Car  puifque  z== 

-X  , on  aura  = * ^dx  %\d  x=x  *:i;  8c, 

en  fuppofant  x *:  Uy  on  aura = k , or- 

X 

donnée  d’une  autre  courbe  d’aire  égalé  a la  propofée,  dont 
lablciffe  fera  z,  8c,  en  fubftituant  ux’  *au  lieu  de  j>  dans 
l’equation  a la  première  courbe,  elle  deviendra  «"■«  ““"(f 

— n-\-t  2jn — la-t-ii  , . 4 

-hju  X ^ X 


X r ”x“"“ * ” ' 


-X-Ô'f.),  ou 

bien , a caufe  de  r « = « — J' , u x"~‘‘{e-^-fu  g «* » 
-i-<yc.)  = x\k-+l u” -^gu^”  -^{D‘c.)->rx\p  ^q,r 
8c,  en  divifant  par  on  aura 

^ «*  " -H-  &€.)  X 


5—h»  — J * 


mu 


1 n 


-&C.). 


(p- 


^ IV 

■ qu  ~+ru 


{k-hl  u”  -i- 

&c.)  ; 

6-t-a—ja 

y ~4*  * — / ® 


or,par  ce  que  rz  =x',  on  aura  (rz)'=*,x 

$-+a ta 

= (rz)  ^ , 8c  ^-=(sz)  ' , & 

n — a 

par  ce  que  s=z  —jy  , on  trouve 


,rH-« — lu ^ 

^ — h a — / rt  0 rt  -4- 


t n-—t 

Zz 
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O Donc,  en  fubftituaiit  ces 

r / ■“  M i ’ 

valeurs  dans  la  derniere  équation  a la  fécondé  courbe, 
elle  Cira  ) = ^“ 

^ g »*  " H- ^ ^ ^ * 

CCXXVIII. 

Corollaire  IX.  La  différentielle  /dx  d’une 
courbe  dont  rabfclfle  eft  X,  & l’ordonnée  y=.-n  * X 

e —¥r  n . f n -^r  —V  ^ n . g x*  ” -4- 

g X*  "-4- * (a-^b(ex  x’^  "*'  * ) , 

en  fuppofant  z = ( c x'  — h/x’’  ” -4-^  x”  " -4-  Ô*f.  ) 

<r  = -,  & .S- devient  égalé  a la  différentielle 

^ X dz.{a-+b%Y  de  l’aire  d’une  autre  courbe,  dont 
l’abrcifle  eft  z,  & l’ordonnée  {a-+b%)“ . Cat^  puif- 

qu’on  a fuppofé  z = (ex’‘— t-/x’’ " -4-gx’'"^*'*— f-Ô'f.)  , 

1 

on  aura  z' =^x'— t-/x’’ f-Ô’r. , & en 

1 T 

différentiant  de  part  & d’autre  ^ </z  = x'’~‘  </x  X 

(re-4-r— +-«.y'x” -4-r— t- 2 ».gx*”-4-Ô’f.) , d’oii  l’on  ti- 
re cette  proportion  </z  :<^x  = t?  x’’~  * (rf— ♦-r-^/j./x" 
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3<^3 

— »-r— t- 2 ».^x*  t-Ô’r.)  : Z * . Donc,  G l’on  appel- 

le U l’ordonnée  d’une  nouvelle  courbe,  dont  l’abrcÜTe 
Ibit  Z , & l’aire  égalé  a celle  de  la  première  courbe , 

on  aura  cette  proportion  tt ^ (rc-t-r-i-n.f  x” -+ 

» — X 

r-i-in  ,gx* * z=.-rrx^''  ‘ (re-+-r— 

— +•  r — +-  in.gx^  &c.)  (e  -+f x"  -*-g  **  ” — +-  Ù’c.)^  ' X 

b (e x' -+f x^  " —¥gx' -i-&c.y  f : U I 8c  en 
divifant  les  antécédents  par  7r(re-+-r-<-«./x’’  — 

I ▼ 

r— t- 2 Ae^'’-t-0'f.),  on  aura  x’’”' * : Z * 

{a-^b{ey  -^fx'-^”  -4- 
gx~^^’’-¥(3‘c.y)'’:  »,  & en  fubftituant  dans  le  fe- 

I 

cond  antécédent  de  cette  proportion  z’^  , au  lieu  de 

1 T 

ex^  -\-f  x'~*'’'  -^gx'~*^''  on  aura  x^  ’:z 

T 

= x^'-\e-+fx’'-^gx^'’-^&c.y-' {a-^bx~-y-.  », 

I -y 

par  confequent  l’ordonnée  » = z ’ . e-4-yx”-+- 

• 1 » T 

.(»-+-iz')“  = z * 

T 

-4*5 ‘ (»-4-^z’)*,  puifque 
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?c  par  confequent 

I 

puis  donc  que  -4-C^r. , & 

> — I 

r t / r . r r— )-»  , r-+i» 

que  par  conlequent  z =(r*  -+/*  ~*'5* 

I T X I 

— hÔ’f.)’'”'  , on  aura  l’ordonnée  «=.z  * .z  X 

T \ T T 

(rf— V^z'^  )"=rz  * (/7— 4-i  z’^)*=:z*(«-+'é’z*^)"  , en 

fiippofant  <r  = - , & •S'  = • 

On  voit  bien  que  la  première  ordonnée  y dans  ce 
Corollaire  devient  plus  fimple  en  fuppofîint  A=i,  ou 
T = i,  & en  faifant  qu’on  puifl'e  tirer  la  racine  de  la 
puill'ance  dont  l’expoGtnt  eft  c.',  ou  encore  en  fuppofant 
0-= — I,  & A=i  = r=  5 = 7r,  fans  parler  des 
autres  cas. 

CCXXIX. 

Corollaire  X.  Si  on  fuppofe 

g ‘ — t-  (S'c.  ■=r\k-+l  x”—¥-mx^  ” -4-  Ô’c.  = S j 

& »/*"  * — 1-2  w»»x*"“'‘-+-Ô’r.=:î,  & que  l’abfcifle 
d’une  courbe  foit  x , fon  ordonnée  ^ = (tj  Sr-t-ç R x)X 

‘ (tfS’  — la  différentielle  ydx  de 


\ 
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laire  de  cette  courbe  fera  égalé  a la  difTéremielle  d’une 
autre  courbe,  dont  rabfciffe  fera  z,  & l’ordonnée  ui*  (a-h 
^O*,enfuppofaiitii^=:-Ï=— il  ; - = 

& R''S*=z. 

Car  puifquc , par  la  fuppofition, 

H6’f.  = R,  on  aura  en  differentiant  i-ex''~'X 
</x-4-v-t-«.  fx‘~^’’~'^dx-\-  V -f-  2 « . gx’~*'^’'~^  dx~^ 
Ù‘c.  = d R=zr  d X ^ en  fubftituant  r au  lieu  de  y ex’ — * 


-t-  — f.»_f  2w.  * -I-  &c.  de 

meme,  puifque,  par  la  fuppofition,  ^-4-/x”— !-»>**”-+■ 
~ S ^ on  aura  en  différentiant , nlx'’~'dx-+ 
znmx  ^ d x—^-&c,^=^d  S=sd  x^  en  fubllituant  S au 
lieu  de  nlx  ‘ — t-2;;»»x"’  f-ô'r.j  8c  par  ce  que 

(Supp.  )i?,5'  =3,  on  aura  en  différentiant  -ttR^~^  X 

dR—^fS  R dS  — dzy  8c  en  fubllituant  rdx  au 
lieu  de  dR^  8c  sdx  au  lieu  de  dS^  on  aura  {-nSr-¥- 


<pRs)R  's  dx=z'dzi  d’ou  l’on  tire  cette  propor- 
tion dz‘.dx=(-,rSr-i-(fRs)R''~'s'‘~':  i.  Donc,  fi 
on  defigne  par  R l’ordonnée  d’une  nouvelle  courbe , 
dont  rabfcilfe  foit  z , 8c  faire  égalé  a celle  de  la  pre- 
mière courbe , on  aura  ( Cor.  I.  ) cette  proportion 


( 7r5'r-4-<}»i^r)R’'  'J"’  ' : t = (-n  Sr^(f  R s) R^  'X 
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5-“-  V"’  (aS^-^bR^T  = 

R!'~‘"ÇaS'‘~^^^^-*-bR'S  “ ) , en  divilânt  hors  de 
la  parenthefe  par  , & multipliant  dans  la  paren- 
thcfc  par  la  même  quantité  s’"  *,  ce  qui  ne  change 
point  la  valeur  de  l’ordonnée  R,  ou  R 5“  (æS  — H 
bR^y.  Or  puifqu’on  a fuppofé  R!' S^=Zy  & 3'  = -^, 

\ TT  T 

on  aura  z,^=  S ^ 8c.  z — 

9 T 

■’  ' “ ' ^ ■ — . X 

R^  S ^ par  confequent  {a bz’y —R  X 

• R — *x  ex  — 

R’s  ' )■  =r'-' 

e T 9 X — a T 

bR^s'  ) , en  divifant  hors  delà  parenthefe, 

& multipliant  dans  la  parenthefe  par  la  mime  quantité. 
Il  ne  refte  donc  plus  qu’a  démontrer  que  la  quantité 

/U  — tzzl  » 

r’"~'’  (aS'*~*'  - -{-b R' S ” ) eft  égalé  a la  quan- 

tité  R b R S ^ );or  ces 

quantités  font  égalés  en  fuppofant  ~y— 
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^ = .2^  -+•  — . La  première  équation  don- 
ne , comme  on  la  fuppofé  dans  l’cnonçé  du 

Corollaire  & les  deux  équations  comparées  donnent  — 
= — , comme  on  l’a  encore  fuppofé.  Donc,  en  fai- 

fant  ces  fuppofitions , on  aura  l’ordonnée  V=z%^ (^a-^ 

b%  ) 

Il  cft  évident  que  la  première  ordonnée  / dans  ce 
Corollaire  devient  plus  fimple  en  fuppofant  t = i ^ 

ou  A=i,  ^ = 1,  Sc  en  faifant  qu’on  puillé  extrai- 
re la  racine  de  la  puiflance  dont  l’expofant  ell  oj,  ou  en 
faifant  u=: — i,  ou  ^a  = oi,  (ans  parler  de  plufieurs 
autres  Cas. 

Si,  au  lieu  de  fuppofer  l’ordonnée  y z=z w S r -i- 
<fRs)  'S^  ' ( /T  s"  — ^ )"  , on  la  fuppofoit  = 

(irSr-^fRs)  R \aS  “-^bRj)"  en  faifant 

= &R’^"  = .,ladif- 

férentielle  de  l’aire  de  cette  courbe  fera  égalé , comme 

cy— deflas  a la  différentielle  dz{a-i-bz' )"  de  l’aire 
d’une  autre  courbe,  dont  l’abfcilTe  étant  z,  l’ordonnée 
fera,  comme  auparavant,  z,*  (a-^-bz'y  • il  ne  faut 
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pour  cela  que  rcpeter  le  calcul,  en  faifaiit  les  nouvel- 
les fubllitutlons . 


ccxxx. 

PROBLEME  II.  Trouver  les  courbes  les  plus  fira- 
ples  .avec  lesquelles  on  puiffe  comparer  géométrique- 
ment une  courbe  quelconque,  dont  l’ordonnée  / eft  dé- 
terminée par  rabfcifle  x au  moyen  d’une  équation  non 
affeflée  ; ou , ce  qui  revient  au  même , y étant  une 
fonflioa  algébrique  de  x,  trouver  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle ydx  par  les  quadratures  des  courbes  les  plus 
fimples,  dont  elle  peut  dépendre. 

Cas  I.  Soit  l’ordonnée / = <; x^  ou  la  différen- 
tielle  ydx  — ax  </x,  & l’aire  de  la  courbe  ou  l’inté- 
grale S.  y dx  fera^x".  Newton  déduit  cette  intégrale 
du  Tlieoremi  III.  en  comparant  l’ordonnée  propofée 
<>x*“”‘avec  l’ordonnée  generale  de  ce  Theorcme  x*"“* 
'(tf-t-^x"— j-cx*”— , dans  laquelle 

/x”-4-^x*"-i-Ô*f.  On  trouve  par  cette  comparaifon  b 
=o  = c=/’=^, I =R.  En  fubdituant  ces  va- 

I ^ 

leurs  dans  la  formule  generale  de  l’aire 
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de - = r,  & de  ff  = r. 

Cas  il  Soit  l’ordonnée  ^ = 

^x-*-+- ‘ • fl  on  peut  trouver  l’intégrale  S.ydx 
algébriquement,  ou  par  les  aires  des  figures  reflilignes, 
ou  la  trouvera  par  le  Theor.  III. , en  comparant  com- 
me dans  le  premier  Cas  l’ordonnée  propofée  X 

(<?— t-ÔV. ‘ avec  l’ordonnée  generale 
de  ce  Theoreme,  ce  qui  donnera  b^o  — c^  & par 

I 

confequent  l’aire  S.  y d x — x*  Ç~ ==—x” 

~ ■ &€.) . Mais  fl  cette  intégrale  n’eft 

r-hi.e 

point  algébrique,  on  chatigera  la  première  courbe  en 
une  autre  d'aire  égalé,  dont  l’abfciffe  fera  z,  & l’or- 

B — n 

donnée  ~ ^ ” (f * , en  fuppo- 

fant  x’’~z  (Art.  eexx.  ) , on  rendra  enfuite  (Art. 
ccxii.  ) les  puiflànces  dont  les  expolàns  font  & 

A — I les  plus  petites  qu’il  fera  polfible,  en  retranchant 
de  ces  expofans  autant  d’unités  qu’il  faudra,  & on  par- 
viendra par  la  a réduire  la  quadrature  de  la  courbe  propo- 
fée aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples  qu’on 

Aaa 
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pullFe  trouver  par  ce  moyen.  Après  quoi  en  fuppolant 

z = j (Art.  ccxxiv.),  on  pourra  transformer  chacune  de 
ces  courbes  en  une  autre  courbe , qui  fera  quelque  fois  plus 
fiinple.  Enfin  on  pourra  encore  quelque  fois  fimplifier 
ces  courbes'  par  le  Tlieor.  I.  comparé  avec  les  Corollai- 
res IX. , & X.  du  Theoreme  precedent  ; car  il  peut  ar- 
river que  les  ordonnées  de  ces  courbes  foient  de  telle 
forme,  qu’en  leur  ajouunt  avec  le  ligne  — ou  — 
l’ordonnée  d’une  autre  courbe  quarrable,  qu’on  pourra 
trouver  par  le  Theor.  I.,  elles  acquièrent  les  formes 
plus  fimples  des  Corollaires  IX.,  & X.  du  Theoreme 
precedent;  & alors,  quand  on  aura  trouvé  leurs  aires, 
il  faudra  en  retrancher  les  aires  des  courbes  quarrables, 
dont  on  aura  ajouté  les  ordonnées;  enfin  on  remontera 
des  aires  les  plus  fimples,  qu’on  aura  trouvé  par  ces 
moyens , a l’aire  de  la  courbe  propofée , comme  on  l’a 
vu  dans  le  Theoreme  V. 

Cas  III.  Soit  l’o'donnée / = 

{e-^r  f x” —¥(yc.Ÿ  *;  fi  on  peut  trou- 

ver algébriquement  l’aire  de  cette  courbe  , ou  l’inté- 
grale on  la  trouvera  par  le  Theor.  III.,  finon 

il  faudra  decompofer  l’ordonnée  en  fes  panies  x*~'a'e 

M-ÔV.  ) " -4-  X*  ~ ' f X*  ” ( -4-ç  X*  *-+•  Ô*  r.  ‘ 

•"t-CT'e.,  & chercher  par  le  lêcond  Cas  les  courbes  les 
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plus  fimples,  avec  lesquelles  on  puiflè  comparer  les 
courbes  qui  ont  pour  ordonnées  chacune  de  ces  parties; 
car  les  aires  de  ces  courbes  particulières  étant  jointes 
enfcmble  avec  leurs  figues  — »-  & — formeront  l’aire 
totale  de  la  courbe  propofée. 

Cas  IV.  Soit  l’ordonnée  y=.* 

c " -H-  eÎTc.)  ( e -+./** -t-gx* 

mx'” ; fi  cette  courbe  eft  quarrable  algébri- 
quement, on  trouvera  fon  aire  S.ydx  par  le  Tlieor. 
IV.,  finon  on  la  transformera  en  une  courbe  plus  fimple 
par  le  Cor.  IV.  du  Theoreme  VIL,  & on  la  comparera 
enfuite  avec  les  courbes  les  plus  fimples  par  le  Theore- 
me VI.,  & par  les  Corollaires  VI. , IX.,  & X.  du  Theo- 
reme VIL,  comme  dans  les  Cas  IL,  & III. 

Cas  V.  Si  l’ordonnée  y eft  compofée  de  differen- 
tes parties,  on  regardera  chacune  de  ces  parties  com- 
me l’ordonnée  d’une  courbe  particulière , & on  cherche- 
ra feparément  les  aires  algébriques  de  chacune  de  ces 
courbes , & lorfqu’on  les  aura  trouvées , on  ôtera  leurs 
ordonnées  de  l’ordonnée  totale  / de  la  courbe  propofée  ; 
& enfuite  on  cherchera  l’aire  de  la-  courbe,  dont  l’or- 
donnée fera  ce  qui  reftera  après  cette  fouftraélion , com- 
me dans  les  Cas  IL,  III. , & IV.  & la  fomme  de  tou- 
tes les  aires  qu’on  aura  trouvées  fera  l’aire  de  la  cour- 
be propofée  . 
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Ce  Problème  qui  contient  en  abrégé  toute  la  theo.. 
rie  de  la  quadrature  des  courbes  ^ quoique  démontré  icy 
generalement , deviendra  plus  clair  par  l’Article  IL,  & 
fur  tout  par  les  exemples  de  l’Article  III.  de  ce  Qu- 
pitre. 

CCXXXI. 


Corollaire  I.  Toute  courbe,  dont  l’ordonnée 
eR  la  racine  quarrée  affeflée  de  Ton  équation  avec  l’ab* 
fcilTe , peut  être  comparée  par  ce  Problème  avec  les 
figures  les  plus  fimples  reflilignes,  ou  curvilignes,  dont 
la  quadrature  dépend . Car  cette  racine  eft  toujoun 
corapofée  de  deux  parties,  dont  chacune,  prilè  feparc- 
ment,  n’eft  point  une  racine  affeélée  d’équations.  Par 
exemple,  étant  propofée  l’equation  4*^*—+-**^*  = 
* J/  -+•  2 x’  y — ; on  trouvera  là  racine  / = 

f partie  rationelle 


la  partie  irrationelle  * ^ — t* 

les  ordonnées  de  deux  courbes  qu’on  peut  quarrer  par 
ce  Problème,  ou  comparer  avec  les  figures  les  plus  fim- 


ples dont  elles  dépendent . Car  la  difTérentielle 

/ 

»’  </  r -4-  x'tjx 1 xxxd  X d X 


or  l’intégrale 


S,  *//x  = jxx,  l’intégrale  S.  ■ — a.  — 


aM~t-xx 
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*Af  A étant  un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  eft  A^ 

& la  tangente  *;  & l’intégrale  S.  aa.  £. 

(«a— t-x«),  en  prenant  le  logarithme  hyperbolique, 

& la  différentielle  " -*’*'**  ~tt, * =zadx 

sa—^xx 
1 

— x^y  (rt<r-4-.vx)  * peut-être  rapportée  par  le 

troifieme  Ca\  aux  figures  les  plus  fimples,  dont  fon  in* 
tégrale  dépend. 

CCXXXII. 

Corollaire  II.  Toute  courbe  dont  l’ordonnée  eft 
déterminée  par  une  équation  affeélée,  qu’on  peut  ré- 
duire par  le  Corollaire  VII.  du  theoreme  precedent  a 
une  équation  non  affeélée , pourra  être  quarrée  algébri- 
quement par  ce  problème,  fi  elle  eft  quarrable,  ou 
être  comprée  avec  les  figures  les  plus  fimples,  dont  fa 
quadrature  dépend  ; & on  pourra  quarrer  de  cette  ma- 
niéré toute  courbe  dont  l’equation  n’a  que  trois  termes. 
Car  cette  équation  fi  elle  eft  affeélée , fe  transforme 
en  une  équation  non  affeélée  par  le  Corollaire  VII.  du 
Theoreme  precedent  ; enfuite  on  la  réduit  a l’equation 
la  plus  fimple  par  les  Corollaires  II.  & V.  du  même 
Theoreme , & enfin  on  trouve  la  quadrature  de  la  cour- 
be, ou  on  la  réduit  a celle  de  la  courbe  la  plus  fini- 
ple  par  le  problème. 
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On  peut  démontrer  ainfi  la  derniere  partie  de  ce 
Corollaire.  On  fçait  que  toute  équation  de  trois  ter- 
mes peut  fe  réduire  a cette  forme 

qui  eft  contenue  dans  l’equation  generale  du  Corolbire 
VII.  y’  x* x'* 

— en  faifant  f —o—g  = m Ô’r.  Donc  fi  on  fup- 
pofe,  comme  dans  le  Corollaire  VIL  i=— — , » = 


-f  & ^ > l’equatioa  propofée  deviendra 

1 « X K 

— « e 

—T  =*,  & la  différentielle  de  l’aire  de  la  cour- 


be  fera  udz  = - 


• u'^d U 


— \l  ne 


X H-  « 


'du 


-.Orrin- 

tégration  de  ces  deux  termes  dépend  par  le  Theoreme  V. 


M*  ^ d 

de  l’inté®ration  de  la  différentielle — — , qu’on  peut 

facilement  trouver  ou  algébriquement , ou  par  la  qua- 
drature des  courbes  les  plus  fimples , lorfque  les  expo- 
làns  a,  A,  & » font  donnés  en  nombres. 

On  peut  auffi  en  fuppofant  »”  = -w',  ou  «’’=Tr, 
comme  dans  le  Corollaire  IL  rendre  la  différentielle 

i^^dn  I P • 

p'“ 
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ccxxxv. 

Corollaire  III.  Toute  courbe  dont  l’ordonnée 
eft  déterminée  par  une  équation  afleélée  quelconque, 
qu’on  peut  transformer  par  le  Corollaire  IX.  du  Theo- 
reme  precedent  en  une  équation  de  deux  dimenfions, 
peut-être  quarrée  par  le  Problème  precedent , Sc  par  le 
premier  Corollaire,  ou  comparée  avec  les  courbes  les 
plus  fimples  dont  fa  quadrature  dépend. 

On  comprend  par  ce  que  nous  avons  démontré, 
furtout  dans  le  fécond  Corollaire,  comment  Newton 
pouvoit  écrire  a Collins  l’année  i6y6.:  Nulla  extat  cur- 
•urt,  rujus  aquat'to  ex  tribus  conjfat  terntinisy  in  quâ  licct 
quantitntes  incognito;  fe  mutuh  officiant  ^ vel  indices  digni- 
tatum  ftnt  furdee  quontitates^  verbi  gratia^  a — l-bx^y*^ 

— fcy^=o,  ubi  X deftgnont  bafim^  y ordinatam^  y 
ff , T indices  dignitatum  ipftus  x'ÜÏT'y,  Ô"  a,  b,  C quan- 
titates  cognitas  cttm  fignis  fuis  — l-  wl  — ; nulla  ^ in- 
quom,  cjl  hujusmodi  cueva^  de  quâ  ^ an  quadrari  poffity 
ncc  ne,  vel  quonam  fint  figura  fimpliriffima,  qui  bus 
cum  comporari  p;>Jfif , five  fine  conica  fediones,  jive  alice 
magss  complicatce,  intra  hora  o&antem  ref pondéré  non  pof- 
fim . Deinde  metbodo  direüa , (D‘  brevi , imb  methodorum 
omnium  gettcralium  brevijjnnâ , eas  compr.rare  queo, 
etiam,  fit  dua  quavis  figura  per  hujusmodi  aquationes  ex- 
prejfa  proponantur , per  eandtm  regulam  eas , modb  com- 
parori  pffint,  compara. 
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ARTICLE  SECOND. 

Préparation  pour  intégrer  la  difTérentiellc  yd* 
par  les  formules  de  l’Article  precedent , en  fuppofant 
que  / foit  une  fonélion  algébrique  de  x . 

CCXXXIV. 

i.“  On  regardera  ydx  comme  la  différentielle  de 
l’aire  d’une  courbe , dont  y efl  l’ordonnée  perpendicu- 
laire a l’abfciffe  x,  & l’on  comparera  l’ordonnée/,  ex- 
primée par  la  fonéHon  algébrique  de  x,  a laquelle  elle 

efl  égalé,  avec  l’ordonnée  generale  x*  ' R!"  *(<7—h 

é x”  — f X*  Ô*r.  ) du  Theor.  III.  de  l’Article  prece- 
dent , ou  avec  l’ordonnée  x*  ‘ R*'  ^ S"  ‘(o—hZ»x”-+- 

cx*’’-+- ÏTf.  ) du  Theor.  IV.  ; mais  pour  faire  cette 
comparaifon,  il  faut  refoudre  l’ordonnée  propofée  y en 
fes  facteurs  , & la  réduire  a la  forme  de  l’une  des 
deux  ordonnées  generales,  dont  nous  venons  de  parler. 
Par  exemple,  fuppofé  que  l’ordonnée  propofée  foit  y ~ 

— — refbudra  d’abord  le  denomina- 

—U’’ 

teur  en  fes  faéleurs  x*  , & — / x^  — mx*  • enfui- 

te  on  le  fera  paCfer  au  numérateur,  en  changeant  de 

H-  en 
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—♦•en  — l’expofant  2 de  a*  , 8c  l’expofant  ~ de 
(k'x  — y 8c  on  écrira  l’ordonnée/ =*~*X 

^ X 

(^k' — lx^)(k'x — /x^— qui  a la  forme  con- 
venable pour  être  comparée  avec  l’ordonnée  generale 
du  Theor.  III.  x*  ^ {a—hbx” {e-¥f x' 
•~¥gx^”—^bx'"-^kx‘>’'—^‘&c.y  Car  ces  deux  or- 
données deviendront  les  mêmes  en  faifant  0 — 1= — 2, 
a—ik yb~o^cx^"  = — /x*,  ou  »=i,  & c = — // 
^ = 0,  f=k',  g = o,  b=  — /,  m = ky  8c  \ — 1 = 

— ^ ; en  fublHtuant  ces  valeurs  dans  la  formule  gene- 

I ^ X ^ ^ 

raie  de  l’aire  (Art.  ccvii.)  x Pi  ( h- 

on  aura  l’aire  S.  j>dx  ou  exaRement,  & en  termes 
finis,  ou  par  approximation,  8c  par  une  fuite  infinie 
de  termes . 


ccxxxv. 

2.®  On  peut  fouvent  rendre  ces  comparaifons  plus 
fimples,  en  divifant  par  x,  ou  par  une  de  fes  puiflân- 
ces  les  polynômes  qui  fe  trouvent  dans  l’ordonnée  propo- 
fée  / , 8c  en  les  multipliant  par  la  même  puilfance  de 
X,  pour  ne  pas  changer  les  valeurs  de  ces  polynômes. 

Par  exemple  , fi  on  a/  = x“'(3^' — /x*)  (^'x— /x^  —H 

Bbb 
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t 

mu*)  *’  on  peut  divifer,  & enfulce  multiplier  par  m le 

polynôme  kx — Ix^-^Tna*,  & on  aura  x (^' — /x*-+- 

— î. 

>w  «î)  = ^'x  — /x*  — «-WX*,  8c  X — Ix^-^mx^) 

1 — ^ 

= (^'x — /x^-t-mx‘^)~‘;  par  confequent  / = x *(3/^' 

I 

— /«‘-t-mx^)"** , ce  qui  rend  plus  fimples 
les  comparaifons  qu’on  doit  faire;  car  dans  la  comparaifon 
avec  l’ordonuce  generale  du  Xhcor.  III.  on  aura  fi  — i 

= — ^,rf==3^',^  = 0,CX*"=— /x*,  »==i,c=  — 

/,  f==-^', /=o,  ^=  — /,  8c  A — I = — 7. 

Cette  préparation  eft  fondée  fur  un  principe  évident , que 

I 

le  produit  "iCZ' ~X  — . (^Z  ^ 

quelque  foit  la  quantité  A, 

CCXXXVI. 

3.0  On  peut  toujours  par  ce  même  principe  réduire 
l’ordonnée  propofée  y a deux  formes , dans  l’une  desquel- 
les l’expofant  n foit  pofitif,  8c  négatif  dans  l’autre; 
car  pour  le  faire  pafl'er  du  pofitif  au  négatif,  on  n’a 
qu’a  divifer  d’un  coté  par  la  plus  haute  puillànce  de  x, 
8c  multiplier  de  l’autre  coté  par  cette  même  puiflànce, 
pour  ne  pas  changer  la  valeur  de  l’ordonnée  / , 8c  o^ 
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fera  le  contraire  pour  faire  pafler  lexpolànt  » du  ne^ja- 
tif  au  pofitif.  Par  exemple , (i  on  a l’ordonnée  y = 

1 i 

* *(3^  — — /x*— 4-wx^)  * laquelle  étant  com- 

parée avec  l’ordonnée  generale  du  Theor.  III.  donne 
l’expofaut  7;  pofitif,  & = i , on  n’a  qu’a  divifer,  Sc 

multiplier  le  polynôme  k — par  x’  on  aura 

'x^(kx~~^ — Ix  ' — /x*-+-7»x*;  par  confe- 

J r ^ 

quentx~j’(^x  ^ — Ix  h»j)  — /x*— l-;wx^)  *; 

faifant  la  même  operation  fur  le  polynôme  ik  — ^ , 

on  aura  3^  — /x*  = x*( — l-*-^kx~*)  & par  confe- 

_s 

quent  l’ordonnée  / =x  * ( 3 ^ — /x*— «- 

I i_ 

mx')  ’ =x  ( — ){m — Ix  — t-^x 

laquelle  étant  comparée  avec  l’ordonnée  generale  don- 
ne l’expofant  n négatif,  ou  = — i . 

CCXXXVII. 

4.°  Après  avoir  trouvé  les  deux  exprelTions  de 

J 

y J par  exemple  y — x *(3^ — lx^){k  — /x*  — l- 

mx^)~*  , &/  = x~*( — /— »-3^x“*)(m  — 
kx~~^)  * i dans  l’une  defquelles  l’expofant  » cft  po- 
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fiiif,  & négatif  dans  l’autre,  on  comparera  l’une  apres 
l’autre  chacune  de  ces  exprelTions  avec  l’ordonnée  gene- 
rale qui  lui  convient,  & par  la  on  déterminera  les 
valeurs  des  lettres  de  cette  ordonnée  generale,  qu’on 
fubftituera  enfuite  dans  la  formule  generale  de  l’aire 
qui  répond  a cette  ordonne'e,  pour  avoir  l’aire  cher- 
chée S.  y dx  exprimée  par  deux  fuites,  dans  l’une  des- 
quelles l’expofant  « fera  pofitif,  & négatif  dans  l’autre. 
Si  l’une  de  ces  deux  fuites  eft  finie,  c’eft  a dire,  fi, 
après  un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  autres  a 
l’infini  s’evanouiifent , on  aura  l’intégrale  S.  y dx  exa- 
ftement,  & en  termes  finis;  mais  fi  les  deux  fuites 
font  infinies,  c’eft  une  marque  que  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée  geometriquement,  & alors  l’une  des  deux 
fuites  fera  convergente , & donnera  faire  de  la  courbe, 
ou  S.  y dx  par  approximation,  excepté  dans  quelques 
cas , dont  nous  parlerons  cy— après . 

1 

Par  exemple;  en  comparant  l’ordonnée /=*  *X 

I 

{k  — — l x^  —^rm x' ) * avec  l’ordonnée  generale 

du  Theor.  III.  ‘ (j-4-^x"— hc éTc.)  (e-t-y*" 

.)*"”■* , on  trouve  a = b—o^c=:. — •/, 

<r=^,/=o,5=— /,^  = wt,A=^,»=I,Ô=— I=:r, 
r-4-A=î=— -I,  f=:— , 6*f.  & en  fubftituant  ces 
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valeurs  dans  la  formule  generale  de  l'aire  du  même 

« —6 — tfA  ^ 

theoreme  » R C'77“*"'^7rfT)7  * trouve  ^ue 


tous  les  termes  de  la  fuite  après  le  premier  s’eva- 

».  - . «/ i — /«*— t-rwx’ 

nouiflent,  & que  laire  S.yax  = — 2 r ; * 

2 

Car  «*  = » * , R~k  — /**— R^=(^ — /** 


^ i 

— 2 , & par  confequeni  **  R'  (77)  = — 2 * * X 


i ^ m 


Il  faut  remarquer  que  l’aire  négative  — 

• eft  adjacente  a Ibn  ablciffe  prolongée 

au  delà  de  l’ordonnée . Car  toute  aire  pofitive  eft 
adjacente  a fon  ordonnée  8c  a fon  abfcifle,  & l’aire  né- 
gative tombe  neceffairement  du  coté  oppolé  de  l’ordon- 
née, & elle  eft  adjacente  a l’abrciflè  prolongée  au  dda 
de  l’ordonnée , lorfque  le  ligne  de  l’ordonnée  ne  chan- 
ge point.  C’eft  un  principe  general  d’Algebre,  que, 
ü une  quantité  quelconque  qui  avoit  le  figne  — t-  vient 
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a avoir  le  figne  — , il  faut  la  prendre  du  côté  oppo- 
fé  a celui  de  la  première  quantité. 


CCXXXVIII. 

5.°  Lorfque  les  deux  fuites  qui  expriment  Taire 
cherchée  S.  & dans  Tune  defquelles  Texpofant  « 
eft  pofitif,  & négatif  dans  Tautre,  font  infinies,  c’eft 
une  marque,  que  la  courbe  ne  peut  être  quarrée  géo- 
métriquement; ou  que  l’intégrale  S.  ydx  ne  peut  fe 
trouver  en  termes  finis  ; alors  Tune  de  ces  deux  fuites 
fera  convergente,  & donnera  cette  intégrale  par  appro- 
ximation, excepté  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Car 

n 

fi  qui  fe  trouve  dans  tous  les  termes  de  la  fuite 

infinie,  efl  plus  petit  que  l’unité,  la  fuite  dans  laquelle 
» eft  pofitif,  fera  convergente,  par  ce  que  les  fraélions 

, ï-p , i-j-,  (!Tc.  iront  toujours  en  diminuant,  & en- 
fin  s’évanouiront.  Si  eft  plus  grand  que  l’unité,  les 


fraélions-—,  ^ , Ô'r.,  ou^,^, 


diminuent  toujours  & enfin  s’evanouïffent , a caufe  que 
e eft  une  quantité  donnée,  & la  fuite,  ou  on  a » né- 
gatif, fera  convergente.  Il  faut,  comme  nous  avons  dit 
excepter  quelques  cas.  i.°  Si  r=j,  le  premier  terme 
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de  k fuite  devient  infini,  & par  confequent  l’aire 

S.fJx  eft  aufli  infinie.  2.°  Si  r eft  un  nombre  entier 
négatif,  un  des  divifeurs  (r— +-ije,  (r— 

Û'r.  devient  neceffairement  =0;  par  confequent  on  aura 
dans  la  fuite  un  terme  infini,  & l’aire  S.^dx  fera  en- 

n 

core  infinie.  3.‘’Si  -^=i,  ou  « = /,  la  fuite  fera 

inutile  pour  trouver  l’aire  indéterminée  S./dx-  puifque 
X fera  une  quantité  confiante.  4.°  Il  y a encore 
quelques  autres  cas,  ou  les  coefficients  des  termes  de  la 
fuite  font  quelle  ne  converge  point,  lorfqu’autrement 

elle  devroit  converger;  par  exemple,  foit/  = ^-^;=: 
‘ . (f— h/x)®""*  ; en  comparant  avec  l’expreffion 
generale  x*~'(e-t-/x*)^“‘,  onaf=i,  »=i, 


& la  fuite  qui  exprime  l’aire,  de- 

' . » / 1 /■  I /■*»’  I /■*  I r*x* 

vient  -(I . — f--.  i— 1 . — t- 1 LJL_ 

^c.  a l’infini  ) ; or  on  voit  qu’en  fuppofànt  dans  cette 
fuite  ^ plus  grand  que  l’unité,  elle  ne  peut  converger, 
quelque  Ibit  la  valeur  de  , mais  dans  ces  cas  la  con- 
vergence dépend  de  la  valeur  des  coefficients. 
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CCXXXIX. 

6,“  Suppofé  que  rordounée  propofeé  / (bit  égalé 
au  produit  d’uo  fafleur  rationel  ^ & d’un  autre 

faàleur  irrationel  irréductible  T , & que  la  racine  ra- 
tionelle  T de  ne  foit  point  un  divifeur  de  on 
comparera  l’ordonnée  ou  avec  l’ordonnée  ge- 

nerale ^ * (/J— ♦-C ),  en  fâiiant 
*•  ‘ ( J — i +-f t* 

ou  R’=  R’""',par  confequent 
A — i=7T,  & A = -77-—hi;  mais  fi  la  racine  T du 

£iCteur  irrationel  T divife  une,  ou  plufieurs  fois  le  fac- 
teur rationel  de  forte  qu’on  ait  PT  ^ P étant 
un  faCleur  rationel , qui  n’eft  plus  divifible  par  T , & 
l’expofant  t étant  un  nombre  entier  & pofitif  quelcon- 
que, on  aura  l’ordonnée  propofée / = P & on 

fera  P = x*  * ( -+-cx*"— ♦- Ô'c.  ) , T = 

IC~^^  \ par  confequent  A — i=Tr— *-r,  8c 

A = TT  T I ; par  exemple , fi  l’ordonnée  propofée 

t 

cft / = x*  (2-+*)(i-+Jc*)  on  fera  x*(2-4-x) 
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=»*  * ( <»  — I- ^ C^c.),  i-4-Jsx=R=e— f-jr**” 

2 — I I » 

— R 1=R  — 1= — ^,&X=-,cequi 

donnera  « = 2,  ^=i,c  = o,  e—i^f—o^g  — if 
h = o^  M = i;  valeurs  qu’il  faudra  fublHtuer 

dans  la  formule  generale  de  l’aire,  pour  avoir  l’intégra- 
le S,  / J X . Mais  fl  ^ = x*(2— i-x)  ( I — *-xx)*(i— h 
xx)~7,  on  fera  x*(  2 — »-x)  = x*'“‘ ( <7— t-Ax”— hô'r.); 
R = 1 —i-x  x = e-*-f x”  —^-gx^''  -+Ù‘c.;(i—i-x  xY  ( i -h 

xx)  1 = ( I -+-xx) ’ =R’=  R^  par  confequent 
A' — 1=-,  & A=-j  ce  qui  donnera  les  mêmes  va- 

leurs  des  lettres  a,  c,  r,  /,  g,  ê , - pour  A 

a fubflituer  dans  la  formule  generale  de  l’aire. 

CCXL. 

7.“  Si  l’ordonnée  y eft  une  fraftion  rationelle  ir- 
reduélible,  dont  le  dénominateur  foit  compofé  de  deux, 
ou  d’un  plus  grand  nombre  de  termes,  il  faudra  refou- 
dre ce  dénominateur  en  fes  divifeurs  premiers;  & fi  par- 
mi ces  divifeurs  il  s’en  trouve  quelqu’un  qui  n’en  ait 
point  d’autre  égal,  la  courbe  ne  pourra  point  être  quar- 
rée  géométriquement , ou  l’intégrale  S.ydx  ne  lêra 

Ccc 
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point  algébrique,  mais  elle  dépendra  de  la  quadrature 
de  l’hyperbole,  ou  de  celle  du  cercle,  ou  de  toutes  les 
deux  ; car  alors  la  fraélion  rationelle  propose  pourra  fe 
partager  en  plufieurs  autres  fraflions,  dont  Tune  aura 
pour  dénominateur  le  divifêur  premier  qui  n’a  point 
d’egal  parmi  les  autres  divileurs,  & l’intégration  de  cet- 
te fraflion  dépendra  de  la  quadrature  de  l’hyperbole  ou 
du  cercle , comme  nous  l’avons  démontré  dans  la  théo- 
rie des  frafüons  rationelles.  On  pourra  neantmoins 
trouver  cette  intégrale  par  approximation  fulvant  les 
Tlicorcnies  III. , 8c  IV.  de  l’Anicle  precedent.  Ce  que 
nous  venons  de  démontrer  fert  d’eclarciflement  a un 
endroit  qui  a paru  obfcur  dans  le  traité  de  la  quadra- 
ture des  courbes  de  Newton,  ou  ce  grand  Geometre 
s’exprime  ainli  : St  ordinata  cji  frailio  rationalis  irreduiii- 
bilis  cunt  dcnmùnatore  ae  duobus  vel  pluribus  term’in'ts 
compofito , rjfolvendus  eft  denominafor  in  divi fores  fuos 
omnes  primos;  & ft  divi  for  fir  atiquisy  eut  mdlus  nlius 
ejf  dcquûHsy  curvit  quedrari  nequit.  En  effet  nous  venons 
de  démontrer  que  dans  ce  cas  l’intégration  dépend  de 
la  quadrature  de  l'hyperbole,  ou  de  celle  du  cercle,  ou 
de  toutes  les  deux,  & que  par  confequent  cette  courbe 
ne  fera  point  quarrable  abfolument . 

Ou  pourroit  démontrer  la  même  chofe  immédia- 
tement fans  avoir  recours  au  Chapitre  des  fraélions  ra- 
tionelles.  11  faut  pour  cela  fe  rappeller  un  principe  d’al- 
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gebre.  Soit  une  intégrale  iï-i-i»*— 4-^*^ '-i-Ô'r. 
qui  ne  renferme  qu’une  variable , dont  la  différentielle  eft 


fibx"  ^dx-^-znex*"  V*— 4- 3 » ex’ " V»  &c,  fi 

les  différens  termes  4-^*"— t-r **”— •-(ÜT’e.  font  multi- 

pliés refpe£livement  par  les  expofans  des  puiflànces  de 
X , & qu’on  divife  le  produit  par  x , il  elt  démontré 
dans  les  elemens  d’algebre  que , fi  la  quantité  qui  en 

refulte  nbx"  *—1-2» ex***  a quelque  divifeur 

premier  commun  avec  la  quantité  propofée  a—^bx”—^ 

c***— 4-&C.,  ce  divifeur  premier  fera  contenu^  une  fois 
de  plus  dans  cette  derniere  quantité,  que  dans  la  pre- 
mière, & par  confequeut,  fi  l’intégrale  propofée  a quel- 
que divifeur  premier  commun  avec  la  différentielle,  ce 
divifeur  fera  contenu  une  fois  de  plus  dans  l’intégrale, 
que  dans  la  différentielle . De  plus  on  fçait  par  les  prin- 
cipes du  calcul  diflérentiel , que  la  différentielle  d’une 
fraflion  irrationelle , qui  ne  renferme  qu’une  variable 
ne  peut  jamais  r^re  rationelle , & que  la  différentielle 
d’un  entier  rationel  ne  peut  jamais  être  une  fraéUon. 

Maintenant  foit-^  une  fraélion  rationelle  irredufti- 

ble,  qui  reprefente  l’aire  d’une  courbe,  par  confequent 


quarrable , dont  la  différentielle 


& l’ordoU' 


née  une  fraélion  rationelle.  Dans  l’expreinoa  différeii' 
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tielle 


chaque  divifeur  premier  du  dénomina- 


teur pourra  le  divifcr  un  certain  nombre  de  fois 
pair,  puis  que  c’eft  un  quarré,  & il  divilèra  un 
nombre  de  fois,  qui  ne  fera  que  la  moitié,  & la  diffé- 
rentielle de  encore  une  fois  moins  que  la  moitié 
(par  le  principe  precedent).  Or  foit  fuppofé  D ce  di- 
vifeur  premier:  fi  Ddivife  ^ deux  fois,  il  ne  divifera 
point  du  tout  le  numérateur;  car  D divife  P pre- 
mière partie  du  numérateur,  puifqu’il  divife  ^ une 
fois  ; mais  il  ne  peut  divifer  l’autre  partie  du  numéra- 
teur, puifqu’il  ne  peut  divifer  </^(par  le  même  prin- 
cipe) ny  P (par  hyp.),  P & jetant  premiers  entr’eux, 
ny  par  confequent  Pd^.  Donc  D ne  peut  divifer  le  nu- 
mérateur — P d quand  il  ne  divife  que  deux 

fois  le  numérateur  ^*.De  même  fi  D divife  ^ quatre 
fois,  il  ne  peut  divifer  qu’une  fois  le  numérateur  ^dP 
P d car  il  divife  deux  fois,  & — Pd^une 
fois  feulement,  par  la  même  raifon  que  cy-defl'us,  & 
par  confequent  il  ne  peut  divifer  qu’une  fois  le  numéra- 
teur , quand  il  divife  ^ quatre  fois.  On  voit  par  le 
même  raifonement  que,  fi  un  divifeur  premier  divife 


un  certain  nombre  de  fois  le  dénominateur  ^ , il  di- 
vifera le  numérateur  une  fois  moins  que  la  moitié  de 

« nombre;  donc,  la  fraêlion  étant  réduite  a 
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fitî  plus  fimples  termes,  il  ne  peut  y avoir  de  divifeur 
premier  dans  le  dénominateur,  fans  qu’il  ait  Ton  égal 
& par  confequent,  fi  l’ordonneé  d’une  courbe  eft  une 
ira£lion  rationelle  irreduflible  qui  contienne  quelque 
divifeur  premier  dans  le  dénominateur,  fans  en  avoir 
d’autre  égal,  la  courbe  ne  fera  pas  redufUble  a la  for- 

me  & par  confequent  ne  fera  pas  quarrable. 

CCXLI. 

8.**  Si  parmi  les  divifeurs  premiers  de  la  fraflion 
rationelle  irreduiElible,  qui  eft  égalé  a l’ordonnée  on 
en  trouve  deux,  ou  plufieurs  égaux  entr’eux,  il  faudra 
rejetter  un  d’eux  ; & s’il  en  refte  encore  deux , ou  plu- 
fieurs égaux  entr’eux,  mais  différens  des  autres,  on  en 
l’ejettera  encore  un  d’eux,  & on  fera  la  même  chofë  a 
l’egard  de  tous  les  autres  divifeurs  égaux,  qui  pourront 
refter,  c’eft  a dire,  qu’on  en  rejettera  un  de  chaque 
cfpece.  Enfui  te  on  mettra  pour  R dans  l’ordonnee  ge- 
nerale le  divifeur  premier  qui  reftera,  ou  le  produit  de 
tous  les  divifeurs  premiers  qui  refteront  après  cette  o- 

peration , & on  écrira  R * pour  r!'  * , ce  qui  don- 

nera A=: — I.  Il  faut  excepter  le  Cas,  ou  le  produit 
des  divifeurs  reftans  eft  un  quarré,  ou  un  cube,  ou  gé- 
néralement une  puiffance  quelconque  , dont  l’expofant 
eft  un  nombre  entier,  & poütif,  plus  grand  que  l’uni- 
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té , que  nous  defîgnerons  par  <r  ; car  dans  ce  cas  il 
faudra  mettre  la  racine  de  cette  puifliànce  pour  Ry  8c 
l’expofant  de  la  même  puilTance  pris  négativement  pour 
A,  ou  faire  A = — <r,  & réduire  la  fraftion  rationelle, 

qui  efl  égalé  a l’ordonnée  au  dénominateur  R . 

Pour  bien  faire  comprendre  la  raifon  de  ces  pré- 
parations , que  prefcrit  MJ  Newton , fuppofons  que 

l’ordonnée  f foit  , fonélion  rationelle  irredu- 

' QJ  T x”  ^ 

flible,  dont  le  dénominateur  ait  pour  fes  divifeurs  pre- 
miers ^ &C.y  T y T y T y Ô*f . , Xy  Xy  Xy 

CTc.y  on  rejettera  un  de  chaque  efpece  de  fes  divifeurs 
égaux ^ c’eft  a dire,  un  un  T,  un  X,  & on  met- 
tra pour  R le  produit  ^ ' T * X’  * , de  tous 

les  autres  divifeurs  qui  redent;  par  confequent  on  aura 


fraélion 


2^2,. 


^ =zR* . Enfuite  on  réduira  la 


au  dénominateur  R*,  ou  * X 


T*  ’ * X * * ; en  fuppolânt  que  le  numérateur  de 

cette  fraflion  ainfi  réduite  foit  Ny  on  aura 

[“f  confcquCM  N= 
P X~~'  y & l’ordonnée  / fera  exprimée 


par  la  frafUon 


I»  ■»  — » -y-1  7 — * V “»  ' 


On  mettra  donc 
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dans  l’ordonode  generale  x*  ’ ü'  * ( a— ♦•^x"-*-cx** 

— t-6'f.  ) le  numérateur  * T*  *X  * pour 

» “ * x’— la  raciue  quarrée  du 

dénominateur , ou  ^ * T * X * pour  R y ou 

pour  e—*-/x’’—¥-gK^”—^-&c.y  & R * pour  r!"  * , 

ce  qui  donnera  R — — i . 

Pour  rendre  raifon  du  Cis  excepté,  foit  l’ordonnée 

X = -^7^rq7^rrp7^y  ^ étant  un  nombre  entier 

pofitif  plus  grand  que  l’unité,  & T,  X des  di- 
vifeurs  premiers,  & inégaux,  en  remettant  un  de  ces 
divifeurs  égaux  de  chaque  efpece , on  aura  / == 

P P 

— - - & le  produit  des 

Q_T  X’')  QTX{i^T^X)  ^ 

divifeurs  reftans  fera  la  puifïànce  On 

fera  donc  fa  racine  ^T”X’  — Zy  8c.  on  aura  / = 
— . Maintenant,  pour  trouver  le  numérateur  N 

ilTX.Z’  ^ ‘ 

d’une  autre  fraflion  égalé  a , & propre  a 

X « Z 

être  comparée  avec  l’ordonnée  generale  x jR  X 
(rf-t-i  x"  -4-c X*  •-+-  &c.) , qu’on  fuppofe  , 

^ jy  l X » Z 

Sconiuri  =P^~'  T~'  X 
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X’  * ; doDc,  en  fuppotànt  encore  ou  ^ jf  :=z 

R — e-^-f*’-¥gx*"—t-^c.y  on  aura  ; 

par  confequent  on  pourra  comparer  la  fraftion  propo(?e, 
ou  l’ordonnée  y avec  l’ordonnée  generale,  en  faifant 

i>  ‘ ‘ X “ ' = X “ ‘ x”  <i7v.), 

4^  T"  x’ = Z = X= r-^-/x” -+-5  X*  " -4- ÔV. , & Z“  ' " " 

■=.R  * ^=r''  *,  ce  qui  donne  A = — v;  com- 

me on  l’avoir  dit. 

Exemple  pris  des  quadratures  de  Newton  . Soit 
1 ordonnée  y = — — : : — : parce  que  cette 

5*’ — X -^8x — 4 ‘ ^ 

fraélion  eft  irreduflible , & que  le  dénominateur  a fes  di- 
vifeurs  premiers  égaux  x — i,  x — i,  & x— «-2,  x— +-2, 
on  en  rejette  un  de  chaque  efpece,  fçavoir,  x— i , Sc 

X— *-2,  on  met  pour  R le  produit  x’  — 3X-+-2  des 

divifeurs  reftans  x— i,x— 1-2,  & on  fait  R ^=z  R*' 
ou  A=— I.  Enfuite  on  réduit  la  fraélion,  ou  l’ordon- 
née propofée  au  dénominateur  JR,*,  & comme  cette  fra- 

aion eft  > 

(x— i)(x-fa)(x’— JX-+-I)  (x— i)(x-+i)R’ 

on  la  réduit  au  dénominateur  R*  en  multipliant  le  nu- 
mérateur, & le  dénominateur  par  R,  ce  qui  la  change 

en 
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en  ( t « -+ 1 ) 

(*— 1 )(x-f-i)R*  R} 

»’(8  — px-t-x>)  îx  , î x_. 

— ~ ) (* *, 

& en  comparant  cette  ordonnée  avec  l’ordonnée  gene* 
raie  m ^ R (/»— t-c**"— j-tiTc.),  on  aura  x^(8— • 
— X*  *(/ï-+^x"— 4-fx*”— *— t.(i7'r.)j  & com- 
me nous  avons  déjà  trouvé  x'— -3x-+-2  = lî  = e-4- 


f S- 


.*  » 


? • 


• Ô’r. , on  a ô — 1 = 3,  «=i, 


A 1= 2,/»  = 8,^= P,  f=o,  </=I  ,f=2,/= 

— 3)  5=°  J ^ = 1,  — I,  fi  = 4=r,  î=3,r  = 2, 

«=i;  & ayant  écrit  ces  valeurs  dans  la  formule  ge- 


nerale  de  l’aire  ^ x"-i-«ÎJ'c.V 

\rf  (r-+ij»  — 


on 


aura  l’aire  cherchée  =-- — — , tous  les  termes  de 

J ar  -+  2 ' 

la  fuite  s’evanouïfTant  après  le  premier. 

Exemple  pour  le  Cas  excepté.  Soit  l’ordonneé  / 

“ ^ : — Tî  fiaclion  dont  le  dénominateur  a 

I — J * -♦•  î — X* 

pour  divifeurs  premiers  1— x,i-~x,i  — x,i-+x,  i-v 
#,  I -l-x,  ayant  rejetté  un  de  chaque  efpece  de  ces  di- 
vifeurs égaux,  c’eft  a dire,  i— x,i-4-x,  le  produit  de 

Ddd 
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ceux  qui  reftent  fera  (i  — *)(i — *)(  i -<■*)  I i "+■*) 

= (i — Jcx)*,  on  fuppofera  donc  i— **=R,^= — 

2, = > & la  fraclion  propofée  fera 


* ^ * — i-4-i^  • gft  jqa  réduite 

(1 — x)(l-^x)(l — xx)*  (l — xx)* 

au  dénominateur  ; on  la  compare  donc  avec  l’or- 
donnée generale  **  ^ R*'  ^c.)  » 

en  faifant  i-+-2x,ou*'(i—4-2x)  = *‘~‘(/»—t-^x’'—v 
fx**  — , & I — xx  — R — e-^fx’-^^x^”—^ 

ÔV.;  d’ou  l’on  tirera  les  valeurs  fuîvantes  S — i=o,5 

= l,<j=l,^=:2,c=o,«=  l,e=i  if=o,g= — I, 

h=.o  ^ ^=r=i,J  = r-»-A=I  — 2= — i,f=r-»- 
A=— 3,tt=:f— ♦.^=— 5,  &c.,  qu’on  fubllituera  dans 


g li—sfA 

la  formule  generale  de  faire  x R — t- 

pour  avoir  faire  cherchée  S./dx. 


CCXLII. 


ble 


p.°  Enfin  fl  l’ordonnée/  eft  une  fraélion  irrcduéli- 
, dont  le  dénominateur  foit  le  produit  d’un 


faéleur  raiionel  ikd’un  fafteur  irrationel  il  fau- 
dra trouver  tous  les  divifeurs  premiers  de  la  racine  T 
■■du  feéleur  T’’,  en  rejètter  un  de  chaque  cfpecc,  & 
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multiplier  enfuitc  le  faveur  rationel  par  les  divife- 
urs  reitans,  s’il  en  relie,  & fi  ce  produit  c(l  égal  a la 
racine  T,  ou  a (à  puillànce  T’',  dont  l’expofant  <r  foit 
un  nombre  entier,  on  fera  T = R=e— ♦*/*"— 

— HÔ’c.,  & A — 1=  — T — 0-,  par  confequent 

P*—  C P 

R ^ , & on  réduira  la  fraflion  propose  au 

dénominateur  pour  la  comparer  enfuice  avec 

l’ordonnée  generale  **  *R^  *(/r— t-i-v"— vos* 

Car  fuppolànt  T=lCZ\  & que  les  divifeurs  premiers 
foient  X, X,X,&c., Z,Z,Z,5cc.,  aprésavoir  rejette  un 
divifeur  de  chaque  efpece,  ou  un  X,  & un  Z,  ou  mul- 
tipliera le  fa£leur  ^ par  le  produit  X^~~  * Z’  * des  di- 
vifeurs rellans,  pour  avoir  le  produit  ^ x’~^  Z’  '= 
T\  Si  on  fait  T = R = e-4-/'*’’-4-^^**"-+Ô'f.,  & A 
— 1=  — T — (T,  par  confequent  R^ ~ *=  R ^ l’or- 

donnée y , ou  la  fraction  -4-  fera  — ^ . 

Q.T' 

Maintenant  pour  réduire  cette  fraflion  au  déno- 
minateur y fuppofons  que  le  numérateur  de  la 

fraflion  réduite  foit  JV,  de  forte  que — ~ = — on 

aura  & puifque  * Z'  ^=zT*  ^ 

R'  ( par  la  fuppofition  ),  on  aura  ^=  • 
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par  confequent  N~P.X^  'Z*  *,  & la  fra£Hon  ou 

l’ordonnée  propofée  — — = — = P.  X X 


Z'  * . R ^ ' f qu’on  comparera  avec  l’ordonnée 

generale  **"’'R^  * (/?— 4-^x”— en  fai- 

fant  P.X""'  Z'“‘=x*“‘(/j-^.^x”  -4.cx*’’-+Ô*c.)  , 
Rz=e-\.fx" -+gx^’’-+&c.8(.\  — 1=— -r — o- , ou  ^ 

Exemple.  Soit  l’ordonnée  / = 

^ liqUClle  IC  Él* 

(îî—**)  (?’-<•??* yx*  — x’  )’ 

éleur  rationel  ^ fera  qq-^xxy  & le  faéleur  irra- 

I 

tlonel  T'  fera  {q^ -^qqx-^qxx  — par  confe- 

quent T =^^-+- <7^  x — qxx  — x^,  & l’expofant  '*'  = p 

les  divifeurs  premiers  de  T font  t-x,  t-x,  q — x, 
dont  on  rejettera  les  deux  q-^x^  & q — x,  & on 
multipliera  par  le  divifeur  reliant  q-^rx  le  faéleur  ra- 
tionel qq  — xx]  on  aura  pour  produit  q'—^qqx  — 
qxx — qui  ell  égal  a la  racine  T du  faéleur  irra- 
tionel  T*  ; par  confequent  l’expofant  <r  = i ; on  fera 
donc  q^’Hrqqx  — qxx-^x^  = R=ze—^fx''-irgX*"m^ 
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enfuite  on  réduira  la  fraflion  propofje  / au  denomina- 


4, 

teur  R\  en  multipliant  Ton  numérateur,  & fon  déno- 
minateur par  le  divifèur  reliant  ce  qui  ne 

change  point  la  valeur  de  la  fra£lion,  & rend  fon  de- 

- • 1 
nominateur  égal  a i?.’ , ou  -*-q q xx  — x^y  • 

par  cette  reduflion  l’ordonnée  y fera  exprimée  par  la 

fraélion  x {^■^q  -^zq  x-^Z  q*xx—^-Zq^x^ — yqqx* 

4 

— 6qx^){q^ -^qq>t  — qx*  — »*)  qu’on  comparera 

avec  l’ordonnée  generale  x*  ^ *(<?-+. 

’-¥&c.)  , en  faifant  x’ {iq^ -k-z  q^  x-^Z  q^  xx-^ 
Zq^  x^  — J qqx* — 6qx^)~x^  ' (a -h  If  x”  -h  c x*” 
Ù'c.)  ; q^  -^pqx  — qxx-‘X^z=ie-hfx''~\rgx‘^”-\-(yc. 
= R,  & A — i=— ou  A = — d’oh  l’on  tire 

a—iq^  ,b=zzq\<D‘c.^e  = q^  ^f=^qqy&c.^6--.i~o, 

OU  e=l=»,  A = “'p  r=I,  î = i,/  = i,  K = o, 

& ayant  fubllitué  ces  valeurs  dans  la  formule  generale 
de  l’aire  x*  R , on  trouvera 
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l’aire  cherchée  S.  vdx=  ^ 

^ s*-i-y?* — î*jt — 

que  tous  les  termes  s’evanouïiTeat  après  le  troiileme. 
CCXLIII. 


io.“  Si  l’ordonnée  / = P. j^.T’  , produit  de 
trois  faéleurs;  dont  le  premier  P foit  rationel,  & les 

» T 

deux  autres  8c  T"  irrationels,  & irreduélibles , on 
pourra  la  comparer  avec  l’ordonnée  generale  du  Theo- 

reme  IV.  **  'R  *5"  (<»— h^x"— t-c**”— ^^Tf. ) 

en  fuppofant  P = x*  ' (a— h b x"  —h  ex*" —h  &c.  ) ; J^= 

R = e-^fx’’-^gx*"~+&c.;  \^i  = ^,T=S=k-*- 

/x"— hw  X*”— d’où  l’on  tire  les 

valeun  des  lettres  de  la  formule  generale  de  l’aire 
1 ^ 

K*  R S Mais  il  fera  quelque  fois  plus 

fimple,  & plus  commode  de  comparer  l’ordonnée  pro- 
pofée  avec  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III.,  ce 

qu’on  peut  toujours  faire  en  reduifanc  le  produit 

▼ » 

des  deux  faéleurs  irrationels  a la  forme 

I 

& en  fuppofant  enfuite  P=x*““(j-+ 
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1=^. 

Si  les  dénominateurs  <r,  & » des  expofiints  & 7 

Z Z * 

font  les  marnes,  on  aura  ^ T'  y o™ 

foppofera  = R , &A  — 1=7.  Par  exemple, 

L L 

fi  l’ordonnée  / = ( i -+-2*)  ( i — f-*)*  ( i — *)*  , on 

pourra  fuppofer  «*(i— Ça~^-lfM'’-^-Ù‘c.)y 

i^x=Ry  A — i=-,  I — x — Sy  8c  p. — 1 = -; 

on  fe  fervira  de  la  formule  du  Theoreme  III.  en  fai- 

1 

faut  I — xx  = Ry  &A  — car(i— *x)*  = 

1 I 

(l-»-x)*  (i— x)\ 

X T 

Si  dans  le  produit  le  faéleur  ra- 

tionel  P eft  divifible  par  l’une,  ou  par  l’autre  des  ra- 
cines ^ y 8c  T y ou  par  toutes  les  deux;  par  exemple, 

fi  P=X^r  y ou  fi  f = x.  ^ \T  ',  on 
pourra  fuppofer  X=*^“**  x*'’-4-6’f.  ) 

^=Ry  p-hl=\—ly  T=Sy  8c  q-^^-  = p—X  y 

eu,  eu  reduifant  les  expofans  , 8c  f-1-7  au  mé- 
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me  dénominateur  o-  » , fe  fervir  de  la  formule  da 
Theoreme  III.  • 

Si  l’ordonnée , fraélion  irreduélible , 

dont  le  numérateur  P foit  rationel,  & le  denominateuf 
foit  le  produit  du  faéleur  rationel  & de  deux  au- 
tres faéleurs  irrationels  & irreduflibles , il  faudra  trou- 
ver tous  les  divifeurs  premiers  des  racines  T & X,  & 
en  rejetter  un  de  chaque  efpece;  enfuite  on  multipliera 
fuccenivement  le  faéleur  rationel  par  tous  les  autres 
divifeurs  premiers  reliants  de  T,  puis  par  tous  les  au- 
tres divifeurs  premiers  rellans  de  X,  enfin  par  tous  les 
autres  divifeurs  reftans  de  T & de  X;  & fi  un  de  ces 

produits  que  nous  appellerons  Z eft  égal  a 7^,  ou  a 

X y ou  a i X , les  expofans  p Bc  q étant  des  nom- 
bres entiers,  on  multipliera  encore  le  numérateur  P de 
la  fraélion  y par  Z , & on  écrira  dans  Ton  dénomina- 
teur ou  X^,  ou  T^X^  au  lieu  du  produit  ^Z  ^ 
ce  qui  ne  changera  point  la  valeur  de  la  fraélion 

» 

& donnera  a Ton  dénominateur  la  forme  de  T’  X 

T » » T ir 

M — — f î 

X^,  ou  de  T'  X'  , ou  de  T X'  alors  on  fup- 

pofera  PZ==;i*“*  (4— ) , T=R, 

X=iS 
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X~Sy  l’expofant  de  T dans  le  dénominateur,  c’eft  a 

dire,  --H*/»,  ou  •^=cA--i,  & l’expolant  de  X,  c’eft 
a dire,  ~,  ou  — I, 


ARTICLE  TROISIEME. 

Application  de  la  Théorie  precedente, 
CCXLIV. 

Lemme  . Si eft  la  différentielle  de  l’aire  d’une 
tourbe,  dont  l’abfciffe  foit  *,  & l’ordonnée  /=x^(a 
-H- ^ )”,  on  pourra  toujours  l’intégrer 

algébriquement,  ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole, 
lorfque  l’expolànt  fera  un  nombre  entier  pofitif.  Car 
on  n’aura  pour  cela  qu’a  développer  la  puiffance , dont 
l’expofant  eft  -w,  multiplier  enfuite  chaque  terme  de 
cette  puiffance  par  8c  intégrer  chacun  de  ces 

termes  feparément  ; ce  qu’on  pourra  toujours  faire  ab- 
folument , ou  par  les  logarithmes . Mais  lorlque  tt  fera 
un  nombre  rompû,  ou  un  nombre  entier  négatif,  oa 
cherchera  l’intégrale  S.j/dxy  en  comparant  l’ordonnée 
/ avec  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III.  réduite  s 
la  forme**“*(e-+/x”— St 
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on  aura  S.  ydx—x  ( — 

ifA  » / (x-4-o/~g-t->g^ 

r-+  i . » ' r— H i . r i 

/ (j-Hî)/c-+(f-4-o,îg-<-»<^^Y.î»» — ôV.)  (Art.ccviii.)* 

\ r-+i.e  i 


CCXLV. 


PROBLEME  I.  Trouver  l’intégrale  de  la  difTércn- 
tiellc  binôme  x d x(^rt—¥ b x'Y  ^ ou  la  réduire  a la 
quadrature  de  la  courbe  la  plus  fimple . 

Solution  I.°  On  a dans  cette  différentielle  l’or- 


donnée / = = * {^b—¥ax  ’■)  ; on 

la  comparera  fous  ces  deux  formes  avec  l’ordonnée 


9 — X 


(^e-hfx”)''  ‘ en  faifant  g—o—b^  (D’c.  dans 

l’ordonnée  generale,  & on  aura  l’aire  S.ydx=.x\c-^ 

r o\K  ^ IT  j/ A n ^ .?  ” 

J ' \Te 


r-+  1 . e 


6*0^  (Art.  ccx.)*  Dans  cette  fuite  r = ^,  j=r-*-A, 

A=K  D=- 

rf  ’ r-l-  i.c  r-t-z.e 


(s-+z)fc  ^ gç  g(j  fubftituant  ces  valeurs  de  A y 

r-t-5  •# 
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B,  C,  D,  6*c. , on  trouve  S.  y d 


\ re 


-•sf 


r.  r-+- 1 . e 


f • r-t- 1 


r-+  i 


1 A 

" X 

n- 


{c 


/.  J— h i ./ 

r.rH-i.r— *-2.r^ 


î » 


2 . r -h  3 . f ’ 


6V.^j  d’ou  l’on  voit  que 


cette  fuite  finira  après  le  premier  terme,  lorfque  r=o, 
qu’elle  finira  après  le  fécond  terme,  lorfque  r = — i, 
après  le  troifieme , lorfque  s — — 2,  après  le  quatriè- 
me, lorfque  s — — 3,  &c.  , & que  dans  tous  ces  Cas 
l’aire  S.  y dx  fe  trouvera  en  termes  finis . Il  faut  ce- 
pendant excepter  le  Cas , dans  lequel  s étant  égal  a 
•—2,  — 3,  Ô’f.,  r feroit  égal  a — i,  — 2,  — i,  0, 
& en  general  toutes  les  fois  que  r fera  =0,  ou  un 
nombre  entier  négatif  pas  plus  grand  que  j;  car  alors 
il  eft  clair  que  la  fuite  renferme  necelTairement  quel- 
que dénominateur,  qui  devient  zéro,  & que  par  con- 
fequent  la  fuite  devient  infinie. 

II.”  En  comparant  l’ordonnée  y fous  la  forme 
x'{a—^bx'y  avec  l’ordonnée  x^  ‘ ( c *,  on 
trouve  e=.a^f~b^  i ^ f =>■—+•  i , A — i = 7t, 


\ . T -H-I  ^ 

Azrr-Tr— ♦- I J r=:-=:— j = r— HA  — r— +■ 

-+•  I = 7»  — t- 1 , 8c  ïnire  s,/ d x=-^  X 
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' r.r-n.n  f.r-H.  r-ha. 


- ^ 4-Û‘c.V  Cette  aire  fera  algebrt* 

r.  r— (- 1.  r-4- a.  r— t-j.  «i*  • 

que,  OU  exprimée  en  termes  finis,  lorfque 


fera  un  nombre  entier  négatif  ou  zéro. 

III.  “ En  comparant  l’ordonnée  y fous  la  forme 

{b  -¥‘ax~’Y  avec  l’ordonnée  ”"*(f 
on  trouve  e-=ib^  é— i =r— ♦-«■w,  6=t— 4-o’t»' 


. t f »-l\ 

I,  X=;t-4.i,  » = — .<r,  r=-=  — ^ ; J, 


f =;f  — ♦••V— 4*1  =-^ — J — -J  & l’aire  S.yjM=-^  ^ X 


JL 


/.  f — H.  I.  s-t- l.  S-+ t. 

r.r-h  I.  r-+  z.  A’.  »*  *■  r.  r-+  i.  r-+-  z.  r-t-j.  i'*.  »*  ^ 

cette  aire  fera  algébrique  lorfque  lèra  un  nom* 

bre  entier  négatif,  ou  zéro,  & il  faut  remarquer  qu’on 

peut  mettre  dans  fon  exprelTion  (4-4- )’“*■* 

au  lieu  de  (b-^ax'~‘"y~^* y ces  deux  quan^ 

tités  étant  égalés  entr’elles. 

IV.°  Si  les  fuites  des  aires  font  toutes  les  deux  in- 
fipies,  il  faudra  réduire  la  différentielle  propoCe  a cel- 
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le  de  la  courbe  la  plus  fimple.  On  changera  pour  cela 
l’ordonnée  m h y en  celle  d’une  autre  courbe 

d’aire  égalé,  en  fuppoCint  (Art.  ccxxi.)  x'=zx’ y & 

on  aura  la  nouvelle  ordonnée 

T"-»»  I — » 

& ' (rf-4-^si)’^,  lorfqu’on  fuppofera  »=  i , on 

rejettera  enfuite  des  expofàns  lltL'"'*' , & -tt-  autant  de 
fois  — I , ou  — I , qu’il  fera  necelTaire  pour  rendre  la 
nouvelle  courbe  la  plus  fimple  qu’il  eft  pofiible  de  trou- 
ver par  ce  moyen  . Enfin  on  efl'ayera,  fi  cette  courbe 
ne  peut  pas  encore  devenir  plus  fimple  , en  fuppofant 

T_H 

*=  - ( Art.  ccxxiv.)  , ce  qui  donnera  ^ a;  ' 

(^a-^bxy^z—-  du(b-¥auy . Lorfqu’on 

• ^ 

aura  trouvé  la  courbe  la  plus  fimple,  on  remontera  de 
fon  aire  regardée  comme  donnée  a l’aire  de  la  courbe , 
dont  l’ordonnée  eft  x'  (a—^bx"y.  Nous  éclaircirons 
les  différens  Cas  de  ce  Problème  par  des  exemples. 
Exemple  I.  Soit  l’ordonnée  propofée/  = *’’""’X 
en  la  comparant  avec  l’ordonnée  (a 

-^b  x^  y y on  trouve  r z=za- — i , -tt— — 2 , r= 

= I ,j  = r— 4--y— I = 0,  & Faire  S./dx=^x''  (a-^r 
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bx")  * ( -1  )= , tous  les  termes  de  la 

\ r J / r a a —y^T  a l>  x‘ 

fuite  da  l’iiire  s’cvanouïirant  après  le  premier. 

Si  on  réduit  l’ordonnée  propofée  a la  fécondé  for- 

\ me  X [b—^ax  ) , on  aura  r= — — — = 

f — 1 1 r-4-  I 

— =I  ,I=r— h 1 =I — 2-4-I=o,  & 

laireS./jx  — — - - k 4-^x  ) -x  X 

( a-*-  bx')'~^  î ; tous  les  termes  s’eva- 

nouïlfint  apres  le  premier , comme  dans  la  forme  pre- 
cedente. Cet  exemple  eft  pris  de  la  première  Table  de 
Newton , forme  deuxieme  , dans  le  traité  des  quadra- 
tures . 

L’equation  x — ac*/**— »-/x^  = o , qui 

exprime  le  rapport  de  l’ordonnée  / , & de  rabfclflTe  x , 
qui  pourroit  paroître  très  compliquée , n’eft  qu’un  cas 
très  fimple  du  precedent  ; car  cette  équation  donne  y = 

, qui  fe  réduit  a celle-cy  — — — a caufe 

f+— îtV-+*+’  ^ ’ (f*— **)* 

du  quarré  c*.  — 2c*x*— »-x^,  dont  la  racine  eft  c*—- x*  . 

Or  comparant  avec  la  forme  x''~~*  (a—i-bx^)~^  ^ on 

trouve  <r-— ou<r  = 2,4»  = c*,^=  — i,&en 
fubftituaut  ces  valeurs  dans  l’exprelTioa  de  l’aire 
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, & en  multipliant  par  a*  , on  aura  Taira 

. On  trouveroit  Taire  dans  la  fe- 


cherchée  = 


î f* 2 ffX* 

^4 


con  de  forme  = — ^ Ces  courbes  qu’on  peut  quar- 

rcr  fous  les  deux  formes  font  celles , qu’on  appelle  double- 
meut  quarrables . 

\ i 

Exemple  II.  Soit  / = , en 

comparant  cette  ordonnée  avec  (a— i-bx'  y , on  trou- 

ve T = 2<r — I,  ^=7,  r=l^=:2,  s=zr-hv-+. 

1 = 7,*  & ces  valeurs  étant  fublHtuees  dans  la  for- 
mule de  Taire  donnent  une  fuite  infinie;  il  faut  donc 
tenter  l’autre  comparaifon  , par  laquelle  on  trouve 

T— fiT  » — f*  I < 

»■= — ~ — — ~'T»  ^ — r—H-n-— n= — ij  & l’aire 
Wx  =-  i x'  xT ‘ ( 4 ^ 

~-.Lx'(u-^bx'y^-^-^jj^^z=(a-*-bxyX 

f éir'  — 4 A . 

\ l % tbi  J 


Exemple  III.  Soit  ^~x^'  ^(a^bx^)~\ 


eu 


Digitized  by  Google 


4o8  Elemens  du  Calcul  intégral 
comparant  cette  ordonnée  avec  y y on  trou- 

ve t=3<t — I,  7T=— I,  r = ^-^  = 3,  r=r—t-Tr—t- 

i = r=3,  & l’aire  = 

a l’infini}.  Il  faut  donc  tea- 

ter  l’autre  comparaifon , qui  donne  r = = — 2 , 


r=r— t'-TT-H-  iz=rz= — 2,  & l’iire  S.ydx=z  — ~ »*'X 


•6-f.)  k- 


A*»'  o.b^n*^  b^xi‘ 

quelle  fuite  ne  donne  point  Faire,  a caufe  du  troifieme 

1 

terme  infini  — — ; on  cherchera  donc  cette  aire 
par  la  quadrature  de  la  courbe  la  plus  fimple,  en  fup- 
pofant  «'=  * ; d’ou  l’on  tire  dx  ( )~  ‘ 

ï5Sj  **  z)“‘ , différentielle  qui  dépend  de  la 

quadrature  d’une  courbe , dont  l’abrciffe  efl  z , & l’or- 
donnée (a— puifqu’en  retranchant  deux  fois 

Fuuité  de  Fexpofant  de  il  relie  z*=:i.  Cette 
courbe  ell  une  hyperbole,  dont  Faire  a pour  diffé- 
rentielle j^^T=tily  & pour  intégrale 

Z-+J- 
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4°P 


re- 


— J.  L.Ç^-^'^=A=S.z!‘  dz(a-irhz)  *.  On 
montera  par  le  Corollaire  du  Thcoreme  V.  ( Art. 
CCXVll.)  a l’aire  B =S.ziiz{a—hùz)~^  ^ 

& de  celle-cy  a l’aire  C~S.z^dz(a-i-l>z)  ‘=5 
■JJ  — J— );  dou  Ion  tire  laire 

S.-z  dz(a-b-ùz) 


On  trouveroit  aufli  cette  aire  plus  brièvement  en 
divifant  le  numérateur  de  la  fraélion  par 

r a -\-bz  X 

fon  dénominateur;  car  cette  fraélion  , en  divilànt  le 

1 

numérateur,  & le  dénominateur  par  b y devient  ~ 


77^ 


& en  fuppofant  on  a 


; par  confequent  S. 

Z^e  ^ r 1 2 


■ ra:-4-fc  L. 


-7-  Z d î 


( Si  — +•  r ) • & S*  . - — —T  rTT  ^ V ; " ) % 

comme  on  l’avoit  trouvé  par  la  méthode  de  Newton. 

Exemple  IV.  yz=.z'  {a-^bx^)  *;  en  compa- 

rant cette  ordonnée  avec  {a-¥ b x' y y on  trouve 

F ff 
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a = 2y  ^=—1,  r = l^,  î = r-4-7r-4.i  = ^-»-r; 

d'ou  l’on  conclut  que,  fi  l’expofint  r eft  un  nombre 
pofitif,  la  fuite  de  l’aire  ne  finira  point;  mais  fi  t eft 
un  nombre  entier  n^atif,  & pair , cette  fiiite  finira , 
& on  aura  faire  S.  y dx  algébriquement . Suppofe'  , 

par  exemple,  que  r— — 2,  on  aura  r— — s=Oy 


8c  S.fdx  = \x  \a-^rbx^y  { — ])= 


CCXLVL 

On  voit  par  les  exemples  precedents , Sc  par  ce  que 
nous  avons  démontré  dans  ce  Chapitre,  qu’il  y a des 
courbes  doublement  quarrables , d’autres  qui  ne  font  quar- 
rables , que  fous  une  des  formes  de  leurs  ordonnées , & 
d’autres  enfin  qui  fe  reduifènt  a des  fériés  infinies . Quant 
a ces  dernieres  nous  avons  démontré  qu’on  pouvoir  les 
comparer  avec  les  quadratures  des  courbes  les  plus  (impies: 
il  fuffit  de  fe  rappeller  les  Theoremes  fuivans  dont  nous 
avons  donné  la  demonfiration . Si  B reprefentent  des 
aires  de  deux  courbes  binômes,  en  forte  que  fexpofant 
de  R dans  l’ordonnée  de  la  courbe  , qui  appartient  a faire 
A y furpaflé  d’une  unité  fexpofant  de  R dans  l'ordonnée 
qui  répond  a faire  B,  & confiderant  l’une  de  ces  aires, 
çomme  faire  cherchée,  & l’autre  comme  faire  donnée. 
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/ 


De  plus  fi  yf , B reprefentent  deux  aires,  enlbrte  que  l’ex- 
pofànt  de  x dans  l’ordonnée,  qui  appanient  a l’aire  5,  fur- 
pafie  de  n l’expofàat  de  x dans  l’ordonnée  qui  répond  a 

l’aire  A , les  expreflions  **  ’ * * R’"  * 

reprefenteroient  des  ordonnées  generales,  & on  determine- 
roit  par  une  aire  donnée  les  aires  de  toutes  les  courbes  bi- 
nômes, puifque  nous  avons  démontré  qu’on  auroit 


A = 


-i-t-x  m.fB 


Nous  appliquerons  ces  Theoremes  a quelques  exemples, 
& nous  expoferoiis  dans  la  fuite  de  c^t  Article  les  Theo- 
remes qui  appartiennent  aux  courbes  trinômes  8cc. 
Exemple  V.  Soit  l’ordonnée  d’une  courbe 

— ^ î .ou  (f— «-/*”)  ^~*,Actantunnom- 

(, _4./\ '>)*-■  ’ \ J y 

bre  entier,  on  aura  par  le  premier  Theoreme,  en  fâilant 

^ ; .(f  étant  l’aire  d’une 
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courbe,  dont  l’ordonnée  — “tt;  & -B  l’aire  d’une  cour- 

Cï-i-/*  ) 

» — * 

be , dont  l’ordonnée  . On  /oit  que,  fi 

6=zKn  y la  courbe  fera  quarrable  algébriquement,  puifque 
® — A»  = oj  autrement  elle  dépendra  de  l’aire^,  & l’ai- 


9 — I 


re  A de  l’aire  d’une  courbe  dont  l’ordonnée — . 

Si  nous  appelions  cette  aire  C,  on  aura  A — 

(»-x  — R— ^ - ' _ 

(ZmrrjTï  ; donc,  fi  e = \ — I.»  la  cour- 
be A fera  quarrable  algébriquement,  & par  confequent 
la  courbe  5,  qui  dépend  de  A y feroit  aulfi  quarrable; 
mais  autrement  faire  A dépendra  de  faire  C,  & cel- 
le-cy  de  faire  d’une  autre  courbe,  dont  l’ordonnée 

^ & ainfi  de  fuite  Jufqu’a  ce  qu’on  parvien- 


ne a f unité,  c’efl  a dire. 


a une  ordonnée 


.9-1 


: Donc 


faire  de  la  courbe  propofée  pourra  fe  trouver  algébri- 
quement ou  fe  rapporter  a faire  d’une  courbe,  dont 


l’ordonnée  

, -H/*” 


. Cette  demiere  aire  dépend  du  cer- 


cle , ou  de  l’hyperbole , ou  de  f une  & de  l’autre , com- 
me nous  l’avons  démontré  plufieurs  fols . 

Exemple  VI.  Soit  -- J[1  l’ordonnée  d’une 

y 4*— 
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courbe,  dont  on  veut  comparer  l’aire  avec  celle  d’une  autre 

courbe,  dont  l’ordonnée  foit  — x*  , qu’on  voit 
aifément  être  celle  d’un  cercle , dont  le  rayon  4,  & 
l’abfciffe  x prife  du  centre . On  préparé  la  première 

1 

ordonnée  en  cette  forme  *(<»*— x*)  *,  & l’aire 

qui  lui  appartient  foit  nommée  (3.  Cette  aire  étant 
fuppofée  donnée,  on  trouvera  l’aire  qui  répond  a l’or- 

1 

donnée  x^  — «*)’>  qtii  n’eft  que  l’ordonnée  pre- 

cedente, dans  laquelle  011  a augmenté  de  l’unité  l’expo- 

lànt  — - : foit  a l’aire  de  cette  nouvelle  ordonnée. 

2 

En  comparant  avec  le  Theoreme  I.  precedent  on  a 

a=zA^  = ^=3»  « = 2,  = e = 8c  par 

1 

t r J fl*  /3  — »■  ( .<*  — **  ) ’ • 1 

le  fécond  a=  ^ ~ ^ équation  des  aires  a 

& De  plus  par  le  moyen  de  l’aire  a qui  appartient 

I 

a l’ordonnée  x^  '(<**— -x*)*,  on  trouve  l’aire  qui 

I 

répond  a l’ordonnée  x'”'*(/r* — *x*  — .x*  , 

ayant  diminué  de  deux  unités  l’expofant  de  x hors  de 
la  parenthefe.  Si  on  appelle  y l’aire  qui  répond  a l’or- 
donnée <»*— >x*  , & qu’on  reduife  la  première  ordon- 
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née  qui  répond  a a fous  cette  forme  ' ( ^*  ~~ 

M*)*  y 8c  l’autre  qui  appartient  a 7 a cette  forme 

1'  '“I  . 2 ^ I 

« (o — X )*  > ^ aura,  en  comparant  avec  les 

Theoremes  3,  4>  jB=a,  A— '(y  = e=.aay  f=^ 

X 

— i:  dou  Ion  tire  7~-^^ =z.xy  a — * 

—^^y  en  fubditua-iit  a la  place  de  a là  valeur  trouvée 

cy-delTus . Donc  /S  = ^ a* — **;  mais  7 appartient 

a faire  d’un  cercle  ; donc  ji  efl  égale  a cette  aire  cir- 
culaire, moins  le  rcHangle  compris  fous  l’ordonnée 

a — .v'",  & rabfcilTe  x.  Cet  exemple  efl  très  aifé,  8c 
nous  ne  nous  en  fervons  que  pour  faire  voir  plus  clai- 
rement le  Cas  dans  lequel  on  augmente  l’expofànt  hors 
8c  dedans  la  pareiuhefe. 

CCXLVII. 

Il  faut  bien  obferver  qu’on  pourroit  facilement  fe 
tromper,  fi  on  vouloir  fe  fervir  fans  précaution  du 
Theorem:  V.  de  Newton , pour  réduire  l’intégrale 

de  la  différentielle  x^  dx(a-+  b —ir  ex'  aux 

quadratures  des  courbes  les  plus  fimples,  ou  pour  re- 
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monter  de  celles-cy  a celles-Ia.  En  ajoutant  a l’expo- 
fànt  -n  du  polynôme  un  nombre  entier  & R 

l’expofant  t la  quantité  dans  laquelle  q eft 

auffi,  un  nombre  entier , l’intégrale  de  la  différentielle 

(/*— ^ ne  dépend  pas 
toujours  des  mêmes  quadratures , lorlqu’on  donne  diffe- 
rentes valeurs  aux  nombres  entiers  ^ car,  fi  on 

fuppofe  ~+p-=.  — TT,  l’expofant  du  polynôme  devient 
zéro,  le  polynôme  devient  =1,  & la  différentielle 
= x’ J Xy  qu’on  peut  toujours  intégrer  algébrique- 
ment, ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole,  de  même 
que  dans  le  cas  ou  eft  un  nombre  entier  pofi- 

tif,  quoique  dans  d’autres  fuppofitions  l’intégrale  dépen- 
de d’autres  quadratures.  Par  exemple,  l’intégrale  de  la 

différentielle  dx(aa-^xx)  ' dépend  de  la  quadrature 
du  cercle,  & celle  de  la  différentielle  dx(aa~-^ 

xx)  eft  algébrique,  quand  p eft  un  nombre  en- 

tier pofitif ; l’intégrale  de  la  différentielle  dx(^a—h 

bxy~^  dépend  de  la  quadrature  de  l’hyperbole,  & cel- 
le'de  dx(a-^l/x)  ' — ? fe  trouve  ablblument,  lorf- 
que  P eft  un  nombre  entier  quelconque . Il  en  eft  de 
même  des  changemens  qu’on  fait  dans  la  différentiel- 
le propofée  par  l’addition  de  zt  (r  q a l’expofant  t ; 
cette  addition  fait  fouvcnt  que  l’intégrale  ne  dépend 
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pas  des  mêmes  quadratures;  par  exemple,  l’iatégrale 

de  x"  ti  K(aa—^x  x)  * dépend  de  la  quadrature  du 

1 

cercle , & celle  de  x * d x (a  a——  xx  ) *fe  trouve  ab- 
folument. 

Pour  éviter  ces  inconveniens , lorfqu’on  veut  trou- 
ver l’intégrale  d’une  différentielle  de  la  forme  que  nous 
venons  de  marquer,  ou  la  cherchera  d’abord,  comme 
le  prefcrit  MJ  Newton  par  les  deux  formules,  ou  les 
deux  fuites  cy-delfus  ; fi  elles  fe  trouvent  infinies  , on 
réduira  l’intégrale  cherchée  aux  quadratures  des  courbes 
les  plus  fimples , fuivant  la  méthode  du  Problème  III. , 
8c  s’il  reftoit  quelque  doute  fur  les  reduflions,  on  re- 
monteroit  par  les  calculs  du  Theoreme  V.,  & de  fes 
Corollaires,  a l’intégrale  de  la  différentielle  propofée, 
dont  on  prendra  la  différentielle,  pour  s’aflurer  entière- 
ment. Avec  ces  précautions  la  méthode  de  Newton 
ne  peut  être  fujette  a erreur. 

CCXLVIII. 

PROBLEME  II.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle trinôme  x {a—hb x'  —^c x'^’')’ ^ ou  la  réduire 
aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples . 

Solution.  On  refoudra  ce  Problème  par  les 
fuites,  comme  dans  le  Cas  precedent. 

I.* 
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I.“  Dans  cette  différentielle  l’ordonnée  y=x'  X 

{a~^bx  — *-rx*  ) (c— ) ; 

c’eft  pourquoi  on  la  comparera  fous  ces  deux  formes 

avec  l’ordonnée  {e-k-f x' ‘ , qu’on 

trouve,  en  faifant  évanouir  tous  les  termes  après  le 
troiüerae  dans  l’ordonnée  generale  du  Theoreme  III. 

* (e-4-/x”— ‘ , & on  au- 
ra Taire  S.ydx  — x^{e—^fM”—\'gx'"y'(— — (A  ■ x* 

\ r-+z.e  ) \ r-+j,e  / 

J j (f ^ ccviir.)  en  fup- 
pofant  dans  cette  fuite  ^=r,  j=r— i-A,  r = î— 


D=— 


n= — iLL.^  c~^(iL±ûJ^^.LS'‘\ 

r-+*i.^  V r— f-14# 

, &c.  ; en  comparant 


l’ordonnée/,  fous  la  forme  (x— a- 
vec  l’ordonnée  x*  * S o°  trouve 

e=zn^  f=l>,  g = Cy  6 = t— M,  A = Tr— »-i,  » = a-, 

r=^-^ , fz=:r 1 ,r=î— htt-*-  i , Taire  S.^dx  = 


Ggg 
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1 

2 T \ “4"  1 y'  **  S b M. 


.»-4- 1 ✓ r sb  A 1- 

) (---,=5fT/  - 

J*  V r— - 


^ -(t-x-x'jbB  — te  A 

T — (-  I . <•*  r— »-  2 . « 


(irr.).  ^=f;,B  = - 

«ÿf.,  en  comparant  la  même  ordonnée  / fous  l’autre 

forme  ’^ax  **^)  avec  x 

y*”  _4-g*» , on  trouve  e=c^f=b,  g=‘i,  ® = 

T — 1 T -4-  I 

T— +- 2 (T'TT  — 4- I J A = *:W-+Ij  W_  — O-^r 5 

,=»•- 4-7T-4- 1 , r = r-»--T-4-i,  & faire  S.ydx  — 


I — . 2 »■ 


ib  A 


r-4- 1 . 


/ / CJ-^2)^C-^(^-^-l  )i<B\  N 

V rrr. J \ J *'* 

^=3i, 

’ r-+  1 . ï \ r-t-1.  c / 


II.®  Lorfquc  l’une  des  deux  fuites  de  faire  S.ydx 
fera  finie,  on  aura  f intégrale  algébrique  de  la  différen- 
tielle trinôme  propofée;  mais  fi  ces  deux  fuites  font 
infinies,  il  faudra  réduire  cette  différentielle  a celles 
des  aires  d’autres  courbes  les  plus  fimplcs,  en  fuppo- 

fant/  = z’';  d’ou  l’on  tirera  x’  **')*=■ 
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»T  -t-r > 

-SI  ' </z (/» -4- ),  dans  laquelle  on  don- 

nera a l’expolant  r telle  valeur  qu’on  voudra,  &,  en  le 

T -I-  1 — r 

fuppofant  = I , la  nouvelle  ordonnée  fera  I * ' 

z*y . Enfuite  on  retranchera  des  expofans 
, 8c  TT  autant  de  fois  “+•  i , ou  — i , qu’il  fau- 
dra pour  rendre  les  puiflânces,  dont  ils  font  expofans  les 
plus  petites  qu’il  fera  polTible , 8c  on  parviendra  aux  cour- 
bes les  plus  fimples , qu’on  puifle  trouver  par  ce  moyen . 
Chacune  de  ces  courbes  en  fournira  une  autre  ( Art. 
ccxxiv.  ) , qui  pourra  être  encore  plus  limple , en  fup- 
pofant Z = en  fin  en  comparant  ces  courbes  entr’el- 

les  au  moyen  du  Theor.  L,  & des  Coroll.  IX.  8c  X.  du 
Theor.  VIL,  on  pourra  encore  quelquefois  en  déduire 
d’autres  courbes  plus  fimples . Lorfqu’on  aura  trouvé  deux 
courbes  les  plus  fimples,  on  regardera  leurs  aires  comme 
données,  & de  la  on  remontera  (par  le  I.*'  Cas  du  Theor. 
V.,  ou  par  le  Cas  du  trinôme  ) a l’aire  qu’on  cherche. 

III.  ° Avant  d’eclaircir  ce  que  nous  avons  dit  pr  des 
Exemples,  il  fera  a propos,  pour  éviter  la  longueur  des 
calculs,  d’examiner  la  ferie  precedente,  & d’en  déduire 
quelques  réglés,  pour  connoître  fi  une  courbe  trinôme 
efi  quarrable . Ayant  fubllitué  dans  la  forme  generale 
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des  courbes  trinômes  les  valeurs  particulières  de  la  cour- 
be propofée , s’il  arrive  que  deux  termes  confecutifs  de 
U ferie  pris  feparément  foient  égaux  a zéro,  la  courbe 
efl  quarrable,  & Ton  aire  e(l  exprimée  par  la  partie  de 
la  ferie , qui  précédé  ces  termes  ; pourvû  qu’aucun  des 
termes  precedens  ne  devienne  infiniment  grand , par  la 
ruppofition  de  r égal  a zéro , ou  égal  a un  nombre  en- 
tier négatif  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels,  ou 
qui  precedent  les  termes  égaux  a zéro;  c’eft  a dire  que, 
C la  ferie  ne  contient  que  deux  termes,  il  ne  peut 
arriver  que  r = o,  our= — i;  fi  elle  en  contient 
trois,  r ne  peut  être  = — i,  = — 2,  & ainfi 

de  fuite  ; l’aire  deviendroit  alors  inRnic . On  fera 
convaincu  de  cette  réglé  par  la  feule  infpeélion  de 
la  ferie;  il  fuffit  d’obfèrver  qu’il  n’y  a que  deux  coef- 
ficiens  tels  que  S,  C,  D,  dans  chaque  ter- 
me complexe  de  cette  fuite,  & ces  lettres  A^  S,  C, 
D,  O’r.  dénotent  deux  a deux  les  coefficients  des  deux 
termes,  qui  precedent  immédiatement;  de  plus  chacun 
de  ces  coefficiens  eft  faéieur  de  l’une  des  deux  parties 
du  numérateur,  dans  lequel  ils  fe  trouvent.  Cela  e- 
tant  confideré,  il  eft  évident  que  fi  deux  termes  quel- 
conques confecutifs  s’evanouïffent , & par  confequent 
leurs  coefficiens  reprefentés  par  A^  jB,  C,  D,  CÎT’r. , il 
faut  auffi  que  le  terme  fuivant  devienne  égal  a zéro, 
puifqu’il  contient  des  coefficiens  =0,  & par  la  même 
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raifôn  tous  les  termes  fuivans  s’évanouiront  a l’infini; 
donc  la  courbe  fera  quarrable^  a moins  que  par  la 
fuppofitioa  de  r = o,  ou  a quelque  nombre  négatif 
entier  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de 
la  fuite,  il  n’arrive  que  le  dénominateur  de  quelque 
terme  devienne  zéro,  le  numérateur  reftant  réel.  Dans 
tout  autre  Cas,  fi  deux  termes  confecutifs  de  la  fui- 
te font  =0,  tous  les  termes  fuivans  a l’infini  devien- 
nent zéro,  & la  fuite  finit,  ou  coramençent  les  deux 
termes  égaux  a zéro.  IL  eft  clair  qu’une  courbe  de 
cette  forme  n’ell  pas  quarrable  par  le  feul  premier 
1 

terme  de  la  fuite  ~ . **  (e-+-/x"^-+- ^ . Car  (up- 

pofons  que  tous  les  termes , excepté  le  premier , folent  =0, 

f*  — ( J “+•  t ^ • f B — — t A « . 

troilieme  terme  ■■ 

r ^ i>e 

& puifque  le  fécond  terme  =0,  8c  par  confequent  fon  coeffi- 
cient jB  = o,  il  s’enfuit  ({\xc  tgA~o^  ce  qui  ne  peut 
arriver  icy,  que  lorfque  r=o;  de  plus  le  fécond  terme  — 

iLâ—x"  — 0 J ce  qui  ne  peut  arriver  dans  ce  Cas,  que 

r -4-  I . f 

lorfque  r = o;  Donc,  fi  tous  les  termes  de  la  fuite, 
excepté  le  premier , s’evanouïflent , il  faut  que  t~o 
= j;  mais  r=î— t-A.,  doncA=io;  de  plus  r~s — A, 
8c  par  confequent  r = o; d’ou  il  fuit  que  le  premier  ter- 
me de  la  fuite  eft  infini,  & par  confequent  la  courbe 
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n’efl  pas  quarrable.  On  peut  appliquer  ce  raifonement 
aux  deux  cas,  qui  expriment  l’aire  de  la  courbe  dans  la 
fuppofition  de  n affirmatif,  ou  négatif.  Si  on  parvient 
dans  l’un  & l’autre  cas  a deux  termes  confecutifs  qui  fo 
yent  égaux  a zéro,  la  courbe  eft  doublement  quarrable. 
Mais  il  faut  obferver  que  r étant  un  nombre  entier 
négatif,  plus  petit  que  le  nombre  des  termes  réels  de  la 
fuite , l’aire  peut  être  finie  & la  courbe  quarrable , lorf* 
que  le  numérateur,  & le  dénominateur  s’evanouiffent  tous 
les  deux . Ainfi  dans  le  cas  de  r =.  — 2 , le  dénomina- 


teur du  troifieme  terme  = r— Hz.e,  ce  qui  rend  le  ter- 
me infini,  & par  confequent  auffi  l’aire  infinie,  pourvû 

que  le  numérateur  r— H A ne  devienne  pas  en 

même  teins  =»;  car  fi  le  numérateur  =0,  le  troifie- 
me terme  eft  auffi  = u , & par  confequent  la  courbe  eft 
quarrable  fous  les  conditions  precedentes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  pourra  fervir  a faire 
découvrir  plufieurs  conditions  dans  l’ordonnée  de  la  cour- 
be propofée  qui  la  rendront  quarrable . Soyent  fuppofifs 
le  troifieme  & le  quatrième  termes  =0,  c’eft  a dire 


\ r-+-ï.  r ' * ' • 

= 0;  on  aura  C=  — ( -===i — * — J = o,&par  con- 


fequent en  fubftituanc  zéro  a la  place  de  C dans  la  fe- 
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conde  équation , & divifânt  par  — • , on  aura 

. r-i-î-f 

r-¥-  i.gB=o  • 8c  par  ce  que  ny  ny  5 né  font  égaux 
a zéro  , il  s’enfuit  que  r-4-i  = o,  ou/  = — i:  donc  r 

~f — ^ = — I — A,  & r=5  — A = — I— -2A;& 

en  fubflituant  ces  valeurs  de  r & de  r dans  la  première 
équation , nous  aurons  — ^ == — ^ J * = 0 , & 


en  divifânt  par  — — * - , on  aura  — XfB — gA—o 

T— ^2.! 

fubflituant  a la  place  de  £ fâ  valeur,  c’efl  a dire  , — 

gA=zo, 


sf  A 


»-+  \.fA  x-4- 1. f*  A 

— , on  aura 

2K  e ' 


1 e 


& , en  reduifânt , A = — - 1 . De  plus  ^ = r = — i 


— 2 Ardoncj  = i — ^7^ J d’ou  l’on  tire  cette  réglé,  que 
A étant  = — 1 1 & i le  troifieme  8c 


le  quatrième  termes  de  la  fuite  s’evanouïflènt , & par 
confequent  la  courbe,  dont  l’ordonnée  efl  telle,  que  A 


— ^ ^ quarrable,  pourvû  que 


I — qui  efl  la  valeur  de  ou  r,  ne  foit  pas 

= 0,  comme  nous  avons  démontré.  Il  eft  évident  qu’- 
au lieu  de  confiderer  le  troifieme,  8c  le  quatrième  ter- 
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mes  égaux  a zéro,  on  pourroit  confiderer  le  quatrie* 
me  & le  cinquième,  le  cinquième  & le  fixieme,  & 
ainfi  de  A4te  deux  a deux,  mais  on  arriveroit  a des 
équations  eleveés,  & trop  compliquées;  il  futfira  d’affi- 
gner  certaines  conditions  , (ans  lefquelles  une  courbe 
trinôme  ne  peut  être  quarrable. 

I. “  Si— -*-2^,  & — --+•2  font  =0,  ou 

font  des  fraélions  quelconques,  ou  des  entiers  pofitifs, 

la  courbe  n’eft  pas  quarrable;  car  les  deux  exprelTions 

precedentes  font  les  deux  valeurs  de  t conformement 

aux  deux  formes  de  l’ordonnée;  or  nous  avons  démon- 

» 

tré  que  les  ferles,  qui  expriment  faire,  ne  peuvent 
être  Baies,  a moins  que  t ne  foit  un  entier  négatif. 

II. “  Si  — , & — zA-4-2  font  =0,  la  cour- 
be n'efl  pas  quarrable;  car  ce  font  les  deux  valeurs 
de  r correfpondantes  aux  deux  expreffions  de  l'ordon- 
née . Or  dans  ces  cas  faire  eft  infinie , comme  nous 
avons  démontré . 

III.  “ Si  A=o,  la  courbe  n’eft  pas  quarrable;  car 
dans  ce  cas  r=:/ — = mais  la  courbe^  ne  peut 
être  quarrée,  fi  t n’eft  pas  un  entier  négatif.  De  plus 
fi  t étant  un  nombre  entier  négatif , la  fuite  fe 
trouve  intcrrompùe,  le  dernier  terme  réel  de  la  fuite 
devient  infiniment  grand;  car  le  dénominateur  eft  =o, 
quand  r = r,  & t un  nombre  entier  négatif,  & par 

con- 
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confequent  l’aire  eft  infiniment  grande.  Il  nom  refie 
maintenant  a déterminer  par  ces  obfervations  les  diffé- 
rons cas,  dans  lefquels  une  courbe  trinôme,  dont  l’or- 
donnée a la  forme  x*  cfl  quar- 

rable,  ou  ne  l’eft  pas,  & fi  elle  ell  doublement  quar- 
rable . 

On  réduit  d’abord  l’ordonnée  a la  forme  dans 
laquelle  n eft  affirmatif,  & on  la  compare  avec  les 
conditions  precedentes.  Si  on  trouve  quelqu’exception 
qui  empêche  la  courbe  d’être  quarrable,  alors  il  eft 
inutile  d’aller  plus  loin;  mais  fi  on  n’en  trouve  aucu- 
ne , il  faut  mettre  l’ordonnée  fous  l’autre  forme  , dans 
laquelle  n eft  négatif,  & on  cherchera  les  deux  va- 
leurs de  t dans  l’une  & l’autre  expreflion  de  l’ordon- 
née; ces  valeurs  font,  ou  toutes  les  deux  des  nombres 
entiers  négatifs,  ou  une  feulement.  Si  on  ne  trouve 
qu’une  valeur  de  /,  qui  foit  un  nombre  entier  néga- 
tif, on  n’a  befoin  que  de  la  ferie,  qui  appartient  a la 
forme  de  l’ordonnée,  dans  laquelle  t eft  un  entier  né- 
gatif; mais  fi  les  deux  valeurs  de  t font  des  entiers 
négatifs,  il  faut  éprouver  les  deux  fériés  dans  la  forme 
de  n pofitif,  & de  w négatif.  Si  une  des  valeurs  de 
t feulement  eft  un  nombre  entier  négatif,  il  faut  que 
r— »- 1 foit  =0,  ou  r— *-2=0,  ou  r— v-3=o,  (yc.  ; 
& ayant  fubftitué  ces  valeurs  particulières  dans  tous 
les  termes  de  la  ferie  depuis  le  premier,  jufqu’a  ce 

Hhh 
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qu’on  arrive  au  terme  de  k ferie  qui  précédé  immé- 
diatement celui,  ou  /— n=o,  r— r— 

Ù'c.;  fl  ce  terme  n’eft  pas  =o,  k courbe  n’eft  pas 
quarrable;  mais  fi  ce  terme  e(l  elle  pourra  fe 

quarrer,  pourvû  que  r ne  (bit  pas  =o,  ou  un  nombre 
entier  négatif  aulTi  petit,  ou  plus  petit  que  r;  (bus  ces 
conditions  k courbe  eft  quarrable,  8c  (bn  aire  eft  éga- 
lé a k partie  de  la  (èrie  qui  précédé  le  terme  =o. 

Si  les  deux  valeurs  de  f etoient  des  nombres  en- 
tiers négatifs,  il  (àudra  efi'ayer  les  deux  fériés,  comme 
nous  avons  dit,  8c  s’il  arrive  que  dans  aucune  des  deux 
le  terme  qui  précédé  immédiatement  celui,  ou  r— t-i 
—Oy  r— 4-2=0,  &c.  ne  foit  pas  =o,  alors  la  courbe 
n’eft  pas  quarrable;  (i  cette  condition  fe  trouve  dans 
l’uue,  elle  eft  quarrable  par  cette  ferie;  fi  dans  toutes 
les  deux,  elle  eft  doublement  quarrable,  avec  les  ex- 
ceptions precedentes,  que  r ne  foit  pas  =o,  ny  aufTi 
petit,  ou  moindre  que  r.  Ces  réglés  ne  peuvent  avoir 
aucune  difficulté,  fi  oa  confidere  k forme  des  fuites 
precedentes  avec  attention;  cependant,  pour  ne  lailTer 
aucun  doute,  il  eft  a propos  de  faire  voir  plus  claire- 
ment que , fi  le  terme  de  la  ferie  qui  précédé  immé- 
diatement celui  ou  /•-4-i=o,  r— 4-2  = 0,  r-4-3  = o, 
û'f.  n’eft  pas  égal  a zéro,  la  ferie  devient  infinie.  Soit, 
pour  cela,  fuppofé  t= — 2,  ou  r— 4-2  = 0;  le  terme 
ou  fe  trouve  /■— 4- 2 eft  le  cinquième.  Suppofons  main- 
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tenant  que  le  quatrième  terme  — 

M?”  lie  foit  pas  =0,  la  fuite 

eft  infinie.  Car  fi  elle  etoit  finie,  le  quatrième  ter- 
me, ou  quelque  terme  après  le  quatrième  devroit  être 
le  dernier  terme  réel  de  la  fuite . Or  ce  terme  ne 
peut  être  le  quatrième;  car  puifque  les  deux  termes 

fuivans  *♦”,&  — 

^ r -+-  4.  r / 

Ac^"=o , il  faut  que  E foit 

=0,  puifque  E eft  le  coefficieut  du  terme  precedent 

qui  eft  =0;  donc  x^"=o,  & par  confequent 

r—h  ^.gD  — o;  mais  g ne  peut  être  zéro  par  la  na- 
ture du  trinôme , & Z>  ne  peut  être  zéro  ( par  fuppo- 
fition  ) , puifqu’il  eft  un  coefficient  du  quatrième  ter- 
me; donc  /-H- 3 = 0,  ce  qui  eft  contraire  a la  fuppo- 
fition,  car  r— *-2  = 0;  on  voit  par  le  même  raifone- 
ment,  que  le  5',  d*,  7®,  &c.  terme  ne  pourroient  être 
les  derniers  termes  réels  de  la  fuite,  qui,  par  confe- 
quent,  feroit  infinie.  La  demonftration  eft  la  même  en 
fuppofânt  f — — I,  r = — 3,  r~  — 4,  Ô*c.,  quelque 
foit  le  nombre  entier  négatif  —f. 

Exemple  I.  Soit =/  ; on  re- 

y 7 1*  IS \ ^ 
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duit  cette  ordonnée  a la  forme  ( 2— »-3x^— t- 

3x^)"  ; & on  a en  comparant  A = , 6— — 5, 

»=3,r=-i=  — i,  ^=2,/=3,  ^ = 3;  donc 


A = - = ^ — I ; de  plus  r = — - =1  — ^ ; 
î ^ î /*  ’ 

d’ou  l’on  conclût  par  les  réglés  precedentes , que  la 

courbe  peut  être  quarrée;  en  effet  fubftituant  les  valeurs 

déterminées  dans  l’aire  generale  de  la  courbe  trinôme, 

on  trouve  l’aire  propofée  — ^ ^ 3 3 — 


2 — 3 x’— 3 X"* 


a-t-jx'— H3x%  tous  les  termes  de  la  ferie  deve- 
nant — O,  a caufe  de  r=r-*-i  \= — i.  On  compa- 
reroit  de  même  cette  ordonnée  avec  l’autre  forme. 


Exemple  II.  Soit  l’ordonnée / = x*“*  (Æ—t-^x' 

— t-rx*')~*  ; en  la  comparant  avec 

on  trouve  T = <r  — i,  -n— — 

= I , î=r— 1-77— +-  iz=i,r=:î— +--7r  — 1=1^  d’ou  l’on 
voit,  fans  aller  plus  loin,  par  la  réglé  precedente,  que 
la  courbe  n’eft  pas  quarratle,  & en  effet  en  fubftituant 
ces  valeurs  dans  la  première  fuite  de  l’aire,  on  a 
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4.2P 


S.  /dx:=x' 
l’infini),  & 


/'  ^ ’’  f ^ A 

\ %n  \ ^ a 

par  l’autre  comparaifon 


)**'-- 6*f.  t 

on  trouve  r = 


T — +■  I f ▼ — +•  I 

' = I , î=r— t-TT— »-  1 = I , r = f-4- TJ- -4-1  = 1 , 

par  ou  l’on  voit  de  nouveau  que  la  courbe  ne  peut 
être  quarrée;  ce  qu’on  connoît  d’ailleurs  en  fubftituant; 

T 

car  S.vdx  — x~'( — &c.  a l’infini). 

Les  deux  fuites  de  l’aire  étant  infinies,  il  faut  réduire 
l’intégrale  cherchée  aux  aires  des  courbes  les  plus  fim- 

ples.  En  fuppofant  x'  = !s,  on  trouve  la  différentielle 
propofée  x'  ' d x{a-^  b x'  — 4-rx*')  ^-='-dz  {^a—^b% 


CZZ-^-bz-¥* zz-t-lqz-¥py 

€ r 

en  faifant  ^ = 2^,  &^=/>.  Eu  fuppofant  encore 
Z— 4-//=w,  on  aura  </z=</«,  zz— f-2^z— l-/»=tt»-4- 
^dz  "77 

p — & zz-^2,"z~Tp  = -^- 4>"-7'? •Orfip^qq  = rr 

on  aura  S.  y arc  de  cercle,  dont  le  rayon 

d H 

eft  r,  8c  la  tangente  «;  par  confequent  S.  ~ 


— 4-fZz) 
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enfin,  fi  ou  fi  p — — »■»■>  on  aura 


Exemple  III.  Soit  l’ordonnée / = **  ' ‘ ('*”•• 

; on  trouve  par  les  comparaifons  que 
les  deux  fuites  de  l’aire  S./dx  font  infinies:  on  fera 
donc  *'  = «,  & on  aura  j'dx—j%dx(a—^l>z~^ 


f Z Z , différentielle  qui  fe  réduit  a celle  de  l’exem- 
ple précèdent  ~dz(a-i-bz—*-czz)~^y  en  retranchant 
l’unité  de  l’expofant  i de  z;  on  réduira  donc  cette 

différentielle  a la  forme  comme  dans  l’exem- 

ple precedent;  & par  ce  qu’on  a fuppofé  z-^q=.Uy  on  au- 
ra Z — U — qy  zz  — uu-iqu-^qqy  zd  z=zudu — • 


qdu  y & la  différentielle 


par  confequent  l’intégrale  S. 


— "du 


-^xdz 


U du 


UU-+P  — Jÿ 


du 


te  uu-^p 


. Or  on  a déjà  trouvé 

— îî  ’ 


l’intégrale  S.  dans  l’exemple  precedent , & 
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l’intc'grale  y.  =\  L.[uu-^p^qq)  , com- 

me on  la  trouve  en  fuppofant  » « = ,a , ce  qui  donne 

-d 

J t J udu  ï ^ O c 

udu  =~  ail-.  ; = , & A. 

, X ’UU-^P — jy  uu-i-p  — qq 

= — qq)=~  L.(uu-i-p — qq).  On  peut 


intégrer  de  la  même  maniéré  la  différentielle 

ZZ~^ 

lorlque  l’expofant  » eft  un  nombre  entier  pofitif  quel- 
conque, en  divifant  le  numérateur  par  le  dénomina- 
teur; car  fi  on  a,  par  exemple  la  dificrentielle 


zz.-*- 1 q Z ->■  P ’ 


on  trouvera  par  la  dlvifion 


5:V  Z 

zz  Z ^Z  -h  P 


= zrf'z  — 2 qdz-^*''''  différentielle 

* ZZ  Z i Z ^ P “ 

qu'on  pourra  iiucgrer  par  parties - 

m T ^ 

Exemple  IV.  Soit  l’ordonnée /=*  * (<j-4- 

^ , m étant  un  nombre  impair  & pofitif. 

En  fuppolânt  x'’  = z’,  on  trouve  la  différentielle /</*  = 

>WV 

L%^  </z  (/J -4- ^ z"  — hca* ’)  *rfz(<7— +- 


iz*-+-t'z‘*)“'‘  , en  faifant  r = z.  En  retranchant  de 
l’cxpofant  m — i , l’expofant  v ou  2 , autant  de  fois 
qu’il  faut,  pour  qu’il  ne  refie  rien,  on  réduit  cette 
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difTcrenticlle  a (^a-^-b  z*—hcz*)  ‘ , qui  eft  la  plus 

fimple . Or  nous  avons  trouvé  ( LXIX.  ) par  les  qua- 
dratures des  feéUons  coniques  les  deux  intégrales  S.dzX, 
( a — +-  b z^  —¥■  c Z*  ) ‘ , & S.z^  dzi^a  —H  b 2*  — c z*  ) * , 
au  moyen  defquelles  on  peut  (par  le  Theor.  V.)  re- 
monter fuccelTivement  aux  intégrales  S.z^ dz{a-^bz' 

-4-  c 2^)  S.z^dz  (^a  —^r  b 2*  —hc  2^)“’  ‘ , S.  2®  </zX 

( /i-t-/»  2*— f-r  2^)~  ' , &c.  & parvenir  a l’intégrale 

J.  2”'“  ‘ </2(<r  H-Z>  2* -l-r  2*  , qu’il  faudra  multi- 

plier par  2<r,  pour  avoir  l’intégrale  cherchée.  Car  en 

fuppofant  R = z’’-4.^2*"  = /j— 1.^2*— *-C2^, 

f=iby  g~c  ^ n=z2  ^z  * * dz-=zz^  dz  (<»— t- 

^2* -fC2^  6 — 1=0,  A— I =:  — I, 

A=o,  r=l  = i > = i - 

8c  enfulte  S.  2*  * R!'  ^ dz  = S.dzÇa^bz* -^cz*)~^ 

= Ai  S.  z*~*^"  ' r!'  '</2  = s. 2* 2 ( 4— 4- ^ 2*— h 

c 2*  ) * = iî , & S.  2* " ^dzlC  ^ =z  S.  Z* d Z X 

(a-4-^2*— HC2^)~‘ =C;on  aura  (Art.  ccxiii.)requa- 
tion  -z*R!'  = reA-i-sfB-i-rgCi  ou  ^z=^aA—*’ 
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-bB-¥  -cC\  d’ou  l’on  tire  l’iQté'rale  C=  . 

On  la  trouve  plus  brièvement  en  divifant  le  numera- 

^ V 

teur  de  la  difTérentielle  - par  fon  denomina- 


leur,  ou  en  la  reduifant  au  quotient -d * — 


ix'di 


^dz  t y ^ 

*“  l’integrale  di- z— ~S.z  dz(a-t- 

bz*—hcz*)  * — S.  d Z (a-i-b  z' —hcz*  ) ‘ , la 

môme  que  C. 

t 

Exemple  V.  Soit/=*”""“‘  (^a-+bx* -hcx*')~ ^ 
m étant  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro.  En  fuppo- 
fant  ;('  = *,  on  trouve = s"""’//*  (a-**^*— i- 


1 

ca*)*,  quon  réduit  a la  diffcrentielle  la  plus  fimple 

f 

a— t-cz*)*  , dont  on  a l’intégrale  par  les 

quadratures  des  feélions  coniques  (Art.  Lxix.  ).  Mais 
comme  l’ordonneé  / ell  un  trinôme,  on  a befoin  d’une 
autre  intégrale  convenable , pour  trouver  celle  de  la 
différentielle  propofée  par  le  Theor.  V.  On  peut  pren- 

I 

dre  S'.zda (/»  — *-^z— *-ca*  )*  , que  nous  avons  trouvé 

lii 
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par  les  quadratures  des  ferions  coniques,  & au  moyen 


de  ces  deux  intégrales  i".  & 

S 

5. ♦-£■**)*  regardées  comme  données . On 
trouvera  par  le  Theor.  V.  fucceflivement  toutes  les  au- 

I 

très  intégrales  S.  -l-c**)* , S.z^dz{a^ 

1 t 

^ Z -4-  f Z*)* , 6'c. , & S".  Z ^ d Z (a ùz  ~i-c  z' Y ^ 

I 

S.  z“*  dz  (rf  — 4-^z -+f  Z*  )*  , Ô’f. . On  pourroit  auffi 

fuppofer  Z = u~~ * ; ce  qui  donneroit  dz[a  —k-bz-\. 
1 1 

fz*)*=  — » ’ , dont  l’intégrale 

fe  trouve  par  les  quadratures  des  feélions  coniques,  en 

làilànt  « =:  z“  * , & par  ce  qu’on  a aufli  l’intégrale 

I 

S.  </»  — t-f)‘  par  les  mêmes  quadratures, 

on  pourroit , au  moyen  de  ces  deux  intégrales  données 
trouver  fucceffivement  toutes  les  autres  S.  u~~  ^ d u (a u* -t- 

1 I 

bu-+cY,  S.  »"“*  du  (au*  ~+bu  -i-cY  ^ S.  ü~^  d u X 

I 

(au*~+bu-i-cY  ■,  qui  donneroient  l’intégrale  de 

la  difTérentielle  propofe'e  dans  tous  les  cas,  en  remet- 
tant Z au  lieu  de  u~  ‘ . 
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C C X L I X. 


Les  exemples  precedents  dépendent  de  la  compa- 
raiPjn  des  aires;  il  fera  a propos  de  rappeller  icy  le 
Theoreme  general  pour  les  courbes  trinômes , & d’en 


tirer  quelques  confequences  : foit  ou  «* /î.  l’aire 


d’une  courbe,  8c  foit  R=.e-^fx  — »*^***;  nous  avons 
démontré  que  l’ordonnée  de  cette  courbe  eft  = 


* — 3 — Kn  , f 


• 2Xn,  px 


* 1 ■—  t 


R^' 


fi  l’ordonnée  eft  compofée  de  differentes  parties , on 
pourra  regarder  chaque  partie  comme  les  ordonnées 
d’autant  de  courbes;  d’ou  il  fuit  que  fi  A eft  l’aire 

d’une  courbe,  dont  l’ordonnée  eft  — — ; B l’aire  d’une 


— I 


courbe  ,'  dont  l’ordonnée  eft  L___;  C l’aire  d’une 


courbe , dont  l’ordonnée  eft 


R' 

9 -f  1 « — I 


— , on  aura  ôeA—*- 


ê — ^n,fB—^6  — z\n.gC~x^  R *,  & par  la  mê- 
me raifon , fi  D eft  faire  d’une  courbe,  dont  fordon- 

née  eft  , on  aura  fl— *-w.  r 5— 1-5— h»  — ^n.fC 

X 5 J 


— 9-5— hM- — = 


fuppofons  maintenant  F 
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l’aire  d’une  courbe,  dont  l’ordonnée  — & G laire 

a, 

d’une  courbe,  dont  l’ordonnée  * — - — en  fubftltuant 

R 


a la  place  de  & multipliant  par 


j> — I 


» 


J — » 


} -*■• — I 


on  aura 


-i-g* 


J — « 

* & 


, & par  con- 


fequent  e A —^fB  — +“5  ^ — F y 8c.  e B -+fC  —^g  D — G ; 
ce  qui  fournit  quatre  équations,  par  lefquelles  on  pour- 
ra déterminer  les  rapports  des  fix  aires  A y B , C , 
Dy  Fy  Gy  & en  faifant  difproître  par  le  moyen  de 
ces  quatre  équations  trois  des  aires,  on  aura  le  rap- 
port des  trois  autres,  ainfi  apres  avoir  fait  difparoître 
par  le  moyen  des  équations  precedentes  les  aires  B , 
C,  Dy  on  trouvera  A=: 


comme  il  eft  démontré  (Art.  ccxvi.). 

Or  il  eft  aifé  de  voir  que  b courbe  eft  quarrablc 
fl  — z^.egy  & en  même  tems  n— 

2.\»  = *,  comme  nous  l’avons  déjà  fait  voir  d’une 
autre  façon.  Mais  s’il  n’arrive  ny  l’un  ny  l’autre,  ou 
l’un  des  deux  feulement,  la  quadrature  de  la  tourbe. 
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— l 

dont  l’ordonnée  eft  —-47  dépendra  de  la  quadrature  de 

A 


X — 

deux  courbes,  dont  les  ordonnées  (ont  — — , 8c 


^ -*■  ■ — I 


ou  de  l’une  des  deux  feulement.  Mais  l’aire  d’une 
» — ‘ 

courbe , dont  l’ordonnée  dépend  des  aires  de  deux 

gS—t  J-t-n—i 

courbes,  dont  les  ordonnées  font  — ; — -,  & ; de 

plus  la  quadrature  de  la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft 

jt*  " — ' 

— J — , dépend  des  aires  des  deux  courbes,  dont  les 


ordonnées  font  -,  & — : — ; — ; donc  on  a re- 

—I  * > 

duit  la  quadrature  de  la  courbe  oropofée,  a la  quadra- 
ture des  trois  courbes,  & par  confequent  elle  fera 
quarrable,  fi  chacune  d’elles  peut  être  quarrée.  Mais 
s’il  arrive  qu’aucune  ne  foit  quarrable,  ou  une  d’elles 
feulement,  alors  la  quadrature  de  chaque  courbe  reftan- 
te  dépendra  de  la  quadrature  des  deux  courbes,  dont 


les  ordonnées  feront  affeélées  du  dénominateur  R , 
& en  diminuant  les  expofans,  on  réduira  enfin  la  qua- 
drature propfée  aux  quadratures  les  plus  fimples.  Ainfi 


la  courbe,  dont  l’ordonnée  eft 


T*  ’ 


étant  un  nombre  entier , pourra  toujours  être  quarrée 
exaélement,  ou  fa  quadrature  ne  dépendra  que  des 
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fê£Hons  coniques,  l’expolant  du  dénominateur  étant  ré- 
duit a l’unité,  ce  que  nous  avons  déjà  démontré  au- 
trement . 

S’il  arrive  que  dans  l’exprefTion  de  l’aire  on 
ait  4f_g — ffzzz.0^  il  eft  clair  que  l’aire  A difpa- 
roitroit  de  l’eq nation  precedente,  & la  courbe  dont 

l’ordonnée  eft  — 7—-  fe  reduiroit  a un  bi- 

nome,  puifquc  l’ordonnée  precedente  deviendroit 

— 2 \tvt  i fubftituant  a la  place  de  j?  la 


ff 

valeur  — , on  auroit  — 
4^  ’ (r 


,5—1 


X*  • 


**-• 


(»-+/'* 


4»  ' 


( 4, 

( 4 f*  -f  4 r / x"-H-//x*  ‘ 


(40^'*'x*~' 


mais  l’aire  d’une  courbe  qui  auroit  cet- 


te ordonnée  dépend  de  la  quadrature  d’une  courbe , 


X*- 


dont  l’ordonnée  eft  — , comme  il  eft  évident  par 


les  reduélions  precedentes;  donc  le  cas  propofé  devien- 
droit plus  fimple  dans  cette  fuppofttion,  & la  demon- 
ftration  donnée  par  M.^  Newton  fubfifte  dans  ce  cas 
qui  n’en  devient  que  plus  facile. 


CCL. 


PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  de  b différen- 
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tielle  quadrinome  x'  d x'  ~+ c Y ■>  ou 

la  rcduire  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimple;. 

Solution  . On  refoudra  ce  Problème , & tous 
les  autres  du  même  genre  comme  les  deux  precedents. 

Dans  celui-cy  on  aura  l’ordonnée  yz=.x  b x^ 
cx'^-^d’x^'y  = ( d'-^cx-'-^bx-^^^ 

ax'~^^Y\  on  la  comparera  fous  ces  deux  formes  avec 
l’ordonnée  x*  ^ {^e^f  x”  ^gx^” -k-hx^")^  *j  qu’on 
trouve  en  fai  Tant  évanouir  les  coefficients  de  tous  les 
termes  apres  le  quatrième,  du  polynôme  iî,  en  fup- 
pofant  /»=i,  b — o^  c— 0,  (D'à  dans  l’ordonnée  gene- 


rale X 


I — 1 


R 


{a- 


• c X*  ” —H  CÎT'f.  ) du  Theor. 


1 

III. , ce  qui  donnera  l’aire  S. y dx  = x^  ~ x"* 

/ (/-+ l)/~g-Hf^^V  2B  f -a 

V,  r-t  t.e  J V r— Hj.f  J 

0 

— );  & dans  cette  fuite  on  aura  r = -,  r = r— 

1 

r = î-l-A,  « = r-H-A,  &c. , yf=^,B  = — 

ti6j 

J 


/ (s — hO/ÎB — 

1 D — (. 

V r— f 2,t  J 

1 » ^ 

r— ♦-  I .f 


■-f  J. 


(D’c.  On  comparera  l’ordonnée  y fous  la  forme  x’'  (a- 
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Ax'’-4-f avec  l’ordonnée 

-4-^***  — & on  déterminera  les  valeurs 
des  lettres  f,/*,  «,  r,  r,r,  «,  B, 

C,  D,  Ô'c.,  qu’on  fubflltuera  dans  l’exprcfTion  de  l’aire 
S.ydx.  Si  la  fuite  de  cette  aire  fe  trouve  finie,  on 
aura  l’intégrale  algébrique  de  la  différentielle  propofée . 
Si  elle  eft  infinie,  il  faudra  comparer  l’ordonnée  / fous 
l’autre  forme  (d’—i-rx””'— 4-^x  -4-/jx 

avec  la  même  ordonnée  x*  “ ‘ (c -j-yx*  — f-^x*"  — t- 
*,  déterminer  les  valeurs  des  lettres  e,/", 

A,  »,  r,  î,  r,  «,  JB,  C,  D,  Û*f,,  & les 
fubftituer  dans  l’expreffion  de  l’aire  S.ydx.  Si  la  fui- 
te de  cette  aire  eft  finie,  on  aura  l’intégrale  cherchée  . 
Mais  fi  les  deux  fuites  de  l’aire  S.ydx  font  infinies, 
on  réduira  la  différentielle  de  faire  propofée  a celles 
des  aires  des  courbes  les  plus  fimples , comme  on  a 
fait  dans  les  deux  premiers  Problèmes,  ayant  cepen- 
dant egard  a ce  qui  eft  propre  aux  différentielles  qua- 
drinomes . Au  refte  lorfque  les  deux  fuites  de  faire 
S.ydx  font  infinies,  on  peut,  en  fe  fervant  de  celle 
qui  converge,  approcher  tant  qu’on  voudra  de  la  véri- 
table fomme  de  cette  fuite , & par  confequent  de  f in- 
tégrale cherchée. 

CCLI. 
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CCLI. 

PROBLEME  IV.  Trouver  rintégrale  de  la  difKren- 


1 


tielle  ^ d X 'dx  (r— * (k^lx  )*“ 

P étant  un  nombre  entier  pofitif. 

Solution.  On  pourroit  refoudre  ce  Problème  par 
les  formules  du  Theor.  IV.  en  fuppofant  dans  ces  for- 
mules R = t-/*",  S — k—hlx”^  6 — 1—  pu — I, 

a=  i y b =0yC  = 0y  mals  on  rendra  la  folution 

plus  fimple  , en  fuppolànt  *"  = z dans  la  difi'érentielle  pro- 


pofée,  ce  qui  donae/dx=  dx(e~+fz) 


\X — I 


</»(«  — tŸ  — It-hlié) 


(k-i-lz) 


(*  — I . 


f*  — I 


en  faifant  de  plus  e-i-fz=zuy  ou  z^z—^r^  ; donc, 


loHque  p=  I , on  aura/  dx=  S- 


âuHf—le-t-lK)!* 


différentielle  binôme , qu’on  pourra  intégrer  par  le  Pro- 
blème I.;  & lorfque  p i y en  développant  la  puif’ 
lance  entière  p — i du  binôme  u — e,  on  aura  pour 
ydx  une  fuite  de  termes  de  la  forme 

“ chacun  pourra 

auin  être  int^ré  feparément  par  le  Problème  I. 

Kkk 
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Exemple  I.  Soient  />=i,  ^ ^ 


I — — ou/x  = o,  on  aura  / </*="  du  (kf — 


le-hlu)  *=A*  fuppofant  « = f*,  & 

' » * -H-  y 

i£ e = q.  Or  z=zdf—  -f— > confequent 

* ’ »’-+f  » -+î 

5 = -llL.  & l’intégrale  S.  SiL-  eft 

un  arc  de  cercle , dont  le  rayon  eft  , & la  tan- 
gente r,  lorfque  ^ eft  pofitif;  & elle  fe  trouve  par 
les  logarithmes,  ou  par  la  quadrature  de  l’hyperbole, 
lorfque  q eft  négatif,  comme  nous  l’avons  déjà  vû; 
on  aura  donc  l’intégrale  cherchée  en  partie  algébrique- 
ment, en  partie  par  la  quadrature  du  cercle,  ou  par 
celle  de  l’hyperbole. 

Exemple  II.  Soient  />  = i,  ^ — 1= — ->  & 
fji — i=— I,  ou  — on  aura  fdx=:~u~~l  X 

du(kf — 1 faifant  les 

mêmes  fuppofitions , que  dans  l’exemple  precedent.  Or 

—1  — 

on  trouve  par  le  ProbL  I.  S.-r = i— S",  -i , 

^ * * -4-? 
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comme  on  peut  le  vérifier  en  differentuint  de  part 
& d’autre,  & nous  avons  trouvé  dans  l’Ex.  I.  l’inté- 
grale S.  . 

Exemple  III.  Soient  p = 1,  A — (jl  — -i 

I , î 1 J 

= — - ,A— -J,  J °°  f a x=z 


~u^du(if—le-+lu  ) * 


» i^dt 


en 


fuppofant 


t r 

«=/■*,  & e — on  a déjà  trouvé  l’intégrale 

de  cette  différentielle  dans  l’Exem.  I.  Ces  trois  exem- 
ples font  pris  des  formes  9.*,  lo.*,  & ii.*  de  la  fé- 
condé Table  du  Traité  des  quadratures  de  Newton. 


CCLII. 


Corollaire.  Si  la  différentielle 
d X [e—¥f  x")^  ‘ ( /*"—»- »i  , en  fup- 
pofant x"=  » , on  aura  y dx'=.  d%{e~-^r 

y'aj)*'  * (^  — 4-/z— 4-r»»*  — +•  Ô’c.)'*  * =-^  X 


I . 
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en  faifànt  de  plus  *=  ~~Y~y  par  ou  l’on  voit,  que 

P étant  un  nombre  entier  & pofitif,  on  pourra  trouver 
l’intégrale  de  la  différentielle  ^ dtt  par  le  Problème  I. , 
lorfque  le  polynôme  fera 

un  binôme,  par  le  Problème  II.,  lorfque  ce  fera  un 
trinôme,  par  le  Problème  III.,  lorfqu’il  fera  un  quadri- 
nome , &c. 

CCLIII. 

PROBLEME  V.  Trouver  l’intégrale  de  la  dif- 
férentielle 

, les  expolàns  étant  des  nombres 
quelconques,  ou  zéro. 

Solution.  En  fuppofant  x"=rz,  on  aura  ydK=z 
s_ 

On  refondra  donc  ce  Problème,  comme  dans  le  Corol- 
laire precedent,  lorfque  ~ fera  un  nombre  entier,  & 

pofit'f  =/> , on  le  refoudra  comme  le  Problème  III., 
& les  autres  du  même  genre,  lorfque  l’expofant  A — i 
lera  un  nombre  entier  pofitif,  ou  zéro,  quelques  Ibient 
les  autres  expofans.  Enfin  on  pourra  le  refoudre  géné- 
ralement par  les  formules  du  Theoreme  IV.  en  faifant 


Digilized  by  Google 


1.  Partie.  Chap.  VI.  445 

dans  CCS  formules  R = <r— h/*",  5‘  = ^— 

I ,i  = o = c,  Ô*c. , d’ou  l'on  aura  S./dx=: 

I 

—tgk.A 

— r“em , A 
r-+  z,ek 

CCLIV. 

Remarque.  Nous  ne  paflerons  pas  plus  loin  ces 
fortes  de  Problèmes;  ce  que  nous  en  avons  donné  fuf- 
fit  pour  bien  faire  comprendre  l’ufàge  des  méthodes 
de  Newton.  Il  nous  refte  feulement  a obferver,  & 
a démontrer  un  principe  general  qui  peut  fcrvir  de 
reflburce  en  plufieurs  occafions  a ceux  qui  fe  font 
préparés  au  calcul  intégral  par  l’étude  de  la  Théorie 
des  fuites;  cette  théorie,  que  nous  fuppofons  connüe 
d’ailleurs  nous  meneroit  trop  loin , & n’entre  point 
dans  le  plan  de  nôtre  Ouvrage. 

Lorfque  l’équation  , qui  exprime  le  rapport  de 
deux  variables  n’eft  point  affeélée,  ou  qu’elle 

peut  fe  réduire  a une  équation  non  affeéléc,  on  peut 
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toujours  trouver  l’intégrale  de  la  différentielle  ^dx  par 
une  fuite  finie,  ou  infinie.  Car  dans  la  fuppofuion, 
la  variable  y fera  une  fonflion  algébrique  de  x , ou 
X une  fonélion  algébrique  de  /;  or  on  fçait  que  par 
les  operations  d’ Algèbre , furtout  par  la  divifion  con- 
tinuée, & l’extraélion  des  racines,  a l’aide  du  binô- 
me de  Newton  , on  peut  toujours  réduire  ou 
la  fonélion  algébrique  de  x a une  fuite  finie,  ou  in- 
finie de  la  forme  t-J5x*’-t-Cx'‘— »-Dx’— t-Ô'c. , dans 

laquelle  C,  D,  (Jc.  font  des  confiantes,  ou 

zéro  , A,  »,  Ô'r.  des  expofans  quelconques  entiers, 
ou  rompus , pofitifs , ou  négatifs  : on  aura  donc  dans 
ce  Cas  ydx'=^Aàx—\‘Bx'àx--y’C»tàx-y‘Dxdx  (STc.^ 

z^^"*** 

& l’intégrale  S.ydx  — Ax-k-— 1 ï 

-4-  &c. , en  remarquant  que  s’il  y a quelque  terme , 
où  l’expolânt  de  x foit  — i , il  faudra  intégrer  ce 
terme  par  les  logarithmes.  On  voit  de  même,  que 
X étant  une  fonélion  algébrique  de  /,  oh  pourra  tou- 
jours trouver  une  équation  de  la  forme  x=F-4-G/* 
Hy’ -t-K y*-*-&c.y  d’ou  l’on  tire,  en  différentiant, 


dx^=TTCy*  ^dy—MrHy'  ^dy-^pKy*  ^ dy —h 


&c.  , & S.  ydxzzz  — 


rGjT 


T-H  1 


f-f  I 


Ô*f. 


c.  F.  D. 
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On  peut  au(fi  trouver  par  les  fuites  finies,  ou  infi- 
nies l’intégrale  de  la  diliérentielle  /rf*,  lorfque  / efl  une 
fonflion  de  *,  avec  des  intégrales  en  x exprimées  par 
des  fuites  finies,  ou  infinies.  Car  il  eft  évident  que, 
dans  cette  fuppofition , la  variable  y pourra  toujours 
être  exprimée  par  une  fuite  finie , ou  infinie  de  la 

forme  ^-+-Sx^-+-Cx“— t-Dx' — ♦-Ô’f. , & par  conlè- 
quent  la  différentielle  pourra  être  intégrée  comme  cy- 
devant . 
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CHAPITRE  VIL 

De  ^intégration  de  la  différentielle  ^ dT^ -^du' ^ 
dans  laquelle  P.'ne  des  deux  variables  eji  une 
fonHion  algébrique  de  P autre. 

CCLV. 

On  fçait  que  ^ eft  l’element  ou  la 
diffcrcntielle  de  l’arc  d’une  courbe,  dont  les  coordonnées 
perpendiculaires  font  s , & » ; de  fone  que , fi  on  defigne 

cet  arc  par  r,  on  aura  , & s — 

5.  »* , en  ajoutant , s’il  eft  necefliiire  , la 

conftante  pofitive  ou  négative  qu’on  déterminera  par  la 
réglé,  que  nous  avons  expliquée  (Art.  xiv.). 

ccLvr. 

THEOREME  I.  La  différentielle  peut 

toujours  être  transformée  en  une  autre  différentielle  de 
la  forme  y d u.,  dans  laquelle  y fera  une  fonction  al- 
gébrique de  X. 

Démonstration.  Soit  w=:Z  fonftion  algébri- 
que de  X , on  aura , en  différenciant , du=edZ^ 

Z dXy 
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Z'dx^  Z étant  encore  une  fonction  algébrique  de  x; 

d’ou  Ton  tire  = 

dxl^ I— hZ'*  en  fuppofânt  x = x,  8c  /=s 

^'i-i-Z'".  Or  puifque  Z eft  une  fonélion  algébrique 

de  X,  ou  de  X,  la  quantité  1 — t-Z~,  ou  y fera  en- 

core une  fonélion  algébrique  de  x;  donc  &c.  C. 

F.  D. 


CCLVII. 

Corollaire  I.  Les  reélifications  des  courbes  fe 
reduifent  par  ce  Theoreme  aux  quadratures  d’autres 
courbes,  & lorfqu’on  aura  transforme'  la  diflcrentielle 

i^dl^d  «*  en/</*,  on  pourra  fe  fervir  de  toutes 
les  méthodes,  que  nous  avons  donné,  pour  intégrer  la 
différentielle  y dx y & eu  appliquer  le  refultat  a la  dif- 
férentielle K dx^—^d~H*  =y  d X . Ainfi  , lorfque  la 
transformée  ydx  pourra  fe  réduire  a une  différentielle 

rationelle , on  pourra  trouver  l’intégrale  S.  d x*— *-d»* 

algébriquement,  ou  par  les  Tables  des  logarithmes,  & 
des  finus,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  qua- 
dratures des  ferions  coniques;  lorfque  la  transformée 
pourra  s’intégrer  par  des  formules  quelconques,  ou  fe 
réduire  aux  quadratures  des  courbes  les  plus  fimples, 

LU 
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on  pourra  aufli  int^rer,  ou  réduire  de  la  même  ma- 
niéré la  propose  ^ . 

CCLVIII. 


Corollaire  II.  Puilque  la  différentielle  d **— «-Jw* 

peut  toujours  fe  réduire  a la  différentielles/*!^  i— l-Z"*, 
dans  laquelle  Z"  eff  une  fonélion  algébrique  de  x,  ou 

a la  différentielle  d u , dans  laquelle  F'  eit  une 

fonélion  algébrique  de  «,  on  pourra  dans  un  grand 
nombre  de  cas  faire  ufage  de  nôtre  Table  de  reduflion 

pour  trouver  l’intégrale  S.  ^ dx*-+7u^  , les  formules 
de  cette  Table  ayant  beaucoup  de  rapport  avec  les 

différentielles  de  la  forme  d * i — Z * . 


Exemple.  .Soit  %—ay”  ' l’equation  a la  para- 

bole de  tous  les  genres , dans  laquelle  n eff  un  nom- 
bre entier  pofitif  ; on  aura , en  différentiant  » *"  ‘X 

dM-=.n — \.ay"  'dy\  d’ou  l’on  tire  dy  = 

n — 1,  a jf 


— — — , en  fubftituant  a la  place  de  * fa  va- 

- »l— I 
i,a 


K * — ^ — 'dx* 

leur  ■ — ; donc  dy*= — , & par  con- 

n’— 
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fiqusat  z=dM 


d ou  1 on  voit  que  cette  exprefTion  fe  reJuit  a l’aire 
d’une  courbe,  dont  l’abrdfle  eft  if,  & l’ordonnée  per- 


pendiculaire 


& par  confe- 


quent  fi  la  valeur  de  n eft  telle , que  l’ordonnée  ap- 
partienne a une  courbe  quarrable,  cette  courbe  fera 
aulTi  reélifiablej  autrement  elle  ne  le  fera  que  par 
approximation  , & on  pourra  la  comparer  avec  les 
courbes  les  plus  fimples. 


Soit  » = 3,  l’equation  fera  , qui  eft 

une  parabole  du  fécond  genre,  & la  différentielle  dé 

l’arc  devient  d*  i — i-  ^ , que  l’on  voit  être  quar- 
rable, 8c  qui  fe  réduit  a b forme  troifieme  de  la  pre- 
mière Table  de  Newton  , en 

faifant  » = i,  //'=!,  ^=1,/=.^  J & l’intégrale 


Sa~+i  8 X 

rr 


' 4* 


. On  trouveroit 


de  la  même  manière  l’intégrale  de  la  différentielle  pre- 
cedente & par  confequent  les  rectifications  des  parabo- 
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les , toutes  les  fois  que  n eft  un  nombre  pofitif  impair 

plus  grand  que  3.,  comme  5.,  7.^  ÿ.,  &c. 

Si  on  fuppofe  dans  la  forme  precedente  « = 4, 

l’equation  devient  & la  différentielle  de  l’arc 


en  comparant  cette  expreffion , 


comme  nous  avons  fait  dans  le  Cliapitre  precedent,  on 
voit  qu’elle  n’eft  pas  intégrable,  mais  qu’elle  appartient 
a la  troifieme  forme  de  la  fécondé  Table  de  Newton 


en  faifant  d'=:  i , 

8c  cette  intégrale  dépend  de  l’hyperbole. 

De  même  foit  la  parabole  ordinaire  ax—y' ^ on 


aura,  en  reduifant,  la  différentielle  de  l’arc  =<^x  X 

il/4-..x-  ‘ , qu’on  voit  par  les  méthodes  precedentes 

ne  pas  être  quarrable;  mais  elle  fe  réduit  a la  troifie- 
me forme  de  la  fécondé  Table  de  Newton,  fçavoir  a 

l’exprefTion  -T77  ®n  faifant  n — — i Ô’c. , 

Z 

qui  dépend  de  l’hyperbole,  comme  la  precedente.  Il 
eft  évident  qu’on  peut  fubftituer  indifféremment  dans  la 

différentielle  de  l’arc  l’exprelfion  <//*,  ou  dx';  ainfi 
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dans  l’Exemple  precedent  on  aura 

& ; la  différentielle  de  l’arc  devient 

f/ tl^-e  j/ =dy  f/ -7-+-/"% 

qui  appartient  a la  forme  ^ e-+/z~  — / , en 

faifànt  »— — 2,  qui  fe  réduit  a l’hyperbole. 


CCLIX. 


Corollaire  III.  Il  eft  clair  qu’on  peut  trou- 
ver par  la  même  méthode  une  infinité  de  courbes  re- 
flifi.ibles  a volonté,  ou  comparables  avec  des  aires  de 
courbes  données  ; foit , par  exemple , propofée  de  trou- 


ver la  courbe , 


dans  laquelle  S. 


1 

on  aura,  en  différentiant,  dx^—^dy^  — M*  dx  ^ 8Cj' 


en  devant  au  quarré,  </x*— »•<//*  = xdx*  , d’ou  l'on 

tire  (x — i')  dx^  — dy*  y 8c  d x ^ x — HT =d y • par  con- 
fequent  l’aire  d’une  courbe , dont  rabfcifTe  eft  x , & 

l’ordonnée  Kx— , en  divifant  cette  aire  par  une 
quantité  conftante  donnera  la  valeur  de  y ordonnée  de 
la  courbe  cherchée.  On  trouvera  cette  courbe  en  com- 


parant rexprefllon  x — i 


avec  la  troifieme  forme  de 


454  Elemens  du  Calcul  inte'gral 
la  première  Table  de  Newton , par  laquelle  on  aura 

(j»  — i)*,  équation  a la  courbe,  comme  ou  voit 

d’ailleurs  du  premier  coup  d’œil  en  intégrant.  Cet 
exemple  e(l  très  fimple , & nous  ne  l’avons  mis , que 
pour  éclaircir  une  méthode , dont  nous  ferons  ulâge 
dans  la  fuite. 

CCLX. 

Lemme  I.  Trouver  la  différentielle  de  l’arc  de 
l’hyperbole. 

I. °  L’eq nation  a l’hyperbole  entre  les  afymptotes 
perpendiculaires  eft  xu  = q^  en  prenant  l’abfciffe  x de- 
puis le  centre  fur  une  afymptote,  » pour  l’ordonnée 
correfpondante , 8(.  q pour  une  quantité  confiante  ; 

on  aura  donc  u~q  x~~^ ^ du  — — qz  du' = 

dz'—^du*  = — z^-¥q'q  — ~ u~  7 X 

^4  ' Z Z 7 7 t '' 

_ * 
dxl^ x'—^qq^  en  falfànt  **=m,  ou  *=**  . 

II.  ° L’equation  a l’hyperbole  efl  uu—^(z%—^ 

aa)^  les  deux  axes  étant  2 & zb  ^ en  prenant 

rabfcilTe  Z depuis  le  centre  fur  le  premier  axe  2 & 

U pour  l’ordonnée  correfpondante;  donc,  en  fuppofant 

= on  aura  uw==zq[zz — ud  u = qzdz  , 
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»*<i»*=o**Vz*,  du^=.  ^ — — , & dz'-^-du^  = 

~T^—.  . En  ruppolànt  (^— »-i)z2 — <»/»=: 

y zz 4 4 

i»x— 4-i«  I tf«/x  1 

4x,  ou*2  = - — —.on  trouve  2202= ,02 

’ y -J- 1 > I î 

__  atlx  x//x  ^ dzt^ y — t-  i . a*—  « « 

C î “*■  1)1^  q — h a X — XX  ^ ^ i a — x x 

dxt^TT  à X l^ax 

1 y'  x-t-a  . t^x  — q'n  I*'xx-4-xx(l  — j)  — yxx 

— ■ —l^dx*-+du',  & par  confe- 

J X X -+.  JT  ) — b b 

quent,  lorfque  les  deux  axes  2x,  & ^b  feront  égaux, 
l’exprefllon  precedente  fe  changera  en  ^ (lif. 

I XX  — if  b 

férentlelle  de  l’arc  d’une  hyperbole  equilatere. 

Lorfque  a fera  plus  grand  que  la  quantité 

fera  pofitive,  & elle  fera  négative,  lorfque  a fe- 
ra plus  petit  que  b . Dans  le  premier  cas  on  aura 

l/TTï  . J . » dxt^ax  r J 


// 2*— +•</«*  = — *'* — - , dans  le  fécond  cas 

xx-^fx-bb 


d 2*— h du^~ 


y X X — P X — b b 


Si  on  prend  rabfclfle  2 fur  le  fécond  axe  2 b,  le 
premier  axe  étant  toujours  2a,  8c  l’ordonnée  au  fé- 
cond axe  étant  «,  l’equation  a l’hyperbole  fera  ««  = 
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J^{%x-^bb)  = q{%z-^bb)  , en  faifànt  ^-q-,  on 

aura  donc  uâu—q%d%^ 

z=z  O g*  -*•**  ^ £[,  fuppofant  (fl— 4»i  )x*  ^b  b 

/zx-¥bb  .. 

4 ^ 4 ^ B dt 

= ^x,  ou  »*  = ■ 0“  trouvera  a*ds=— , 

J W* ^ Az!^(.q-\-\)z*-^bb 

* ^5_j.  I . 1 ybx-¥b^b  ’ zz-*-^b 

Jxi^  d*  — ; 

i)— jii  1 l^xx-+x  {‘‘î'-)—*' 

— t-d»*» 

CCLXI. 

Lemme  II.  Trouver  la  différentielle  de  lare  de 

rellipfe . 

En  nommant  les  deux  axes  ifl,  & 2^,  * l’al>- 
feifle  prife  depuis  le  centre  fur  Taxe  a <» , & » l’ordon- 
née correfpondante,  on  a l’equation  «»=— (aa  — **) 

= q(aa  — **),  en  faifant  ^ = qi  donc  udu=z  — 

qxdxydu-^—q'xUx\du'=i^^,^i^d7^^ 

— dz  t^CT—  » '>'^'^-^,^2..  En  fuppofant  i(  f — i)*s-+aa 

a»  — zz 
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rix 


~axj  ou  Z Z — — ^ ) ou  trouvera  2 zd ^ 

(î— i).i?  ’ 


</*i 


Jx  l/ax 
.y  /'•■•-►T*' 


2*^a*(f-*-l) XX (——7—) »* A* 

^ X J X dd  —4“  A 

',  P étant  une  quantité  politive  = — - — 


— JMt  — 


CCLXII. 


Corollaire  I.  L’intégrale  de  la  difrérenticlle 
J L 

binôme  x * dx^xx-^bb)'  dépend  de  la  reflificatioQ 

d’un  arc  d’hyperbole  entre  les  afymptotes  perpendiculai- 
res, dont  l’equation  eft  xu-=zb^  eu  prenant  z pour 

rabfcifle  fur  une  afymptote  depuis  le  centre,  u pour 

1 

l’ordonnée,  & en  faifant  z = z*  ; car  fuppofé  que  cet 
arc  d’hyperbole  foit  r,  on  aura  ds  — t^ d%^~^dü^~ 

I »_  ) 

Z ' dz  z^— ~~  X * dx(x  bb)*  ; x *X 

1 J 1 

d x{xx-¥bby  —2ds^Z(.S.x  * d x(x  x-*- b b)*=z2 

plus,  ou  moins  la  confiante;  d’ou  il  fuit  que  l’intégra- 

i i 

le  de  la  différeutielle  x * d x (e—^f  x')'  dépend  de  la 

M m m 
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reStificatioa  de  l’hyperbole,  lorlque  e y 8c  f font  des 

quantités  pofitives  ; car  e-4-/**=r/(  , par 

_ l i i _ L i 

confequent  M * =/*  x ; 

i 1 ». 

en  faifant  bb=jy  on  a * * </x(r-v-/x*)  =/  X 

_ 1.  L 

N * d K X —\r  b b)*  . 

CCLXIII. 

Corollaire  II.  L’intégrale  de  la  différentielle 

binôme  x*d)i(xtt — bb)  * dépend  de  la  re£Hfication 
d’un  arc  d’hyperbole  equilatere,  dont  l’axe  eft  iby  8c 
l’equation  uu  = zx  — bby  en  prenant  x pour  l’ablciffe 
fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u pour  l’ordonnée, 

& en  failânt  bxz=zxz  — bby  ou  % = Car 

fuppofé  que  cet  arc  foit  r,  on  aura  </r=— ^*^**^- = 


II  _ 

^b'x*dx{xx — bb)  *;  ^ = x*  dx(xx — bb)  *; 

1 I 

par  confequent  ^ = S.x'  dx(xx  — bb)  *;  d’ou  il 

1 

fuit  que  l’intégrale  de  la  différentielle  x*  dx(e -4-/ x* ) 
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d:pcnd  de  la  re£Ufication  de  l’hyperbole,  lorfque  e eft 

I 

négative,  & f pofitive.  Car,  puifque  * = 

• ! 

f *(/"+■**)  * > faifant  — bb~jy  ou  b = 

I 111 

^ — J , on  aura  * ’ d * ( e —^f  x*  ) * = f * x * d x X 

I 

(xx  — b b)  * , 

CCLXIV. 

Corollaire  III.  L’intcgralc  de  la  différentielle 
J.  I 

trinôme  x*  dx{xx-:±p  » — bb)~  * dépend  de  b recli- 
heation  d’un  arc  d’hyperbole,  dont  le  fecond  axe  eft  i^, 
le  premier  axe  z/i,  & l’equaiion  ««  = ^(icî6 — > 
en  prenant  x pour  rabfcifle  fur  le  premier  axe  depuis 
le  centre,  u pour  l’ordonnée,  & en  faifant 

-+■  I )«*—<* <*=/»x,  ou  %-=.y  & le  demi-axe 

/ ' ^ — +•  1 * 

pp-¥bb^  qu’on  trouve  par  l’equatlon 
z±pz=“"~^~  . Car,  fuppofé  que  la  différentielle  de 
l’arc  de  cette  hyperbole  foit  ds-=.\/^ d on  aura 


/ 
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Il  >2 

</r= *V*(  « * — bh) 

- —2  - 
J KZtpx — bb)  *;  par  confequent  ^=5'.**  X 

1 

à x[xx:à:pH  — bb)  *;  d’ou  il  fuit  que  l’intégrale  de 

JL  I 

la  différentielle  trinôme  x*d xÇe—hf x-*-gx')  ‘dépend 
de  la  reélification  de  l’hyperbole , lorfque  g étant  po- 
fitive , e efl:  négative,  quelque  foit  f.  Car,  puifque 

I 

»- y — t-xx^  *,  on  aura 

fx^gxx)  ~^=g  r^^wÿ-hx*)  s & X*x 

I _ T J 2_ 

iix(e—i-fx-+gxx)  *=g  ‘ x*d  X ( X xZi:/»  X — bb') 

en  faifànt  b b=-  ^ ou  b ~ 7 > & z±/)  = -. 

ê 9 Z 

CCLXV. 

Corollaire  IV.  L’intégrale  de  la  différentielle 

J[  I 

trinôme  x'dx(^px  — xx  — bb)  * dépend  de  la  reélifi- 
cation  d’un  arc  d'ellipfe,  dont  un  axe  eft  ai»,  & l’autre 

2 /»,  & l’equation  uu-=.^^{aa — zz),  en  prenant  z 
pour  l’ablciflè  fur  l’axe  2/»,  depuis  le  centre,  u pour 
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l’ordonnée,  & en  faifant  *s=:/^ "yzrf">  ^ 

demi-axe  a=.^plt f/ ^ pp — qu’on  trouvera  par 
l’equation  p . Car,  fuppofé  que  la  différentiel- 
le de  l’arc  de  cette  ellipfe  foit  , on 

11  _2 
aura  ds=-^  a x*d  x(px  — xx  — ù b)  *,&  ^ ~ 

J.  I 

S.x  dx(px  — XX — bb)  *.  Il  fuit  de  la  que  l’intégra- 

1 

le  de  la  différentielle  trinôme  x'^dx[e—^fx—¥gxx)  ‘ 

dépend  de  la  re61ification  de  l’ellipfe,  lorfque  / étant 

pofitive,  e Sc  g font  négatives.  Car,  fi  on  fuppofe  /=z 

—¥c  quantité  pofitive,  e=. — & g=z — r,  on  aura 

J,  «JL  I 

x^dx  x~irgx  x)  *=zx*  dx  (ex  — rxx — q')  » 

I 1 » 2 - 

= r — XX — J *=r  '~x*dx(px — xx 

1 

— ü)  *,  en  fuppolânt  p~^  ^ & bb=z^  , 

CCLXVI. 

Remarque  . On  voit  par.  les  demonftrations  prece- 
dentes que  les  différentielles  binômes  & trinômes  des 
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arcî  d’ellipfe  & d'hyperbole  font  fort  fimples,  & qu’on 
peut  facilement  trouver  leurs  intégrales  approchées  par 
les  fériés  convergentes,  que  foumilfent  les  formules  de 
Newton  dans  les  Problèmes  I. , & II.  de  l’Article  troi- 
fieme  du  Chapitre  precedent  ; mais  perfonne  que  nous 
fçachions,  n’a  pù  jufqu’a  prefent  rendre  ces  différentiel- 
les ratiouelles,  ou  les  réduire  a celles  des  aires  des 
feélions  coniques . C’eft  ce  qui  a engagé  M.  Maclaurin , 
dans  fon  Traité  des  fluxions,  a dillinguer  différentes 
claffes,  ou  ordres  de  différentielles . La  première  clafle 
comprend  celles , dont  les  intégrales  peuvent  être  dé- 
terminées exaélément  en  termes  finis  par  des  expref- 
fions  algébriques,  ou  géométriquement  par  des  figures 
reélilignes . La  fécondé  clafle  eft  pour  les  différentielles , 
dont  les  intégrales  peuvent  fe  trouver  par  les  Tables 
des  logarithmes  8c  des  finus,  ou  par  les  quadratures 
de  l’hyperbole , & de  l’ellipfe , ou  du  cercle . La  troi- 
fieme  clafle  renferme  les  différentielles,  dont  lés  inté- 
grales ne  fe  trouvent,  qu’en  fuppofant  la  reflification 
des  arcs  elliptiques , ou  hyperboliques , & ces  intégra- 
les , avec  celles  des  deux . autres  clalTes  font  toutes 
comprifes  dans  le  genre  de  celles  qui  dépendent  des 
ferions  coniques,  en  mettant  au  nombre  de  ces  fe- 
rlions le  triangle  8c  le  cercle.  Ce  font  Ik  les  trois  pre- 
mières claffes  de  différentielles,  auxquelles  on  en  peut 
ajouter  une  infinité  d'autres . Quelques  Mathématiciens 
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du  premier  ordre  ont  fait  beaucoup  de  recherches  cu- 
rieufes  fur  les  différentielles  reduAibies  a la  troilieme 
claffe . Quoiqu’on  puiffe  en  trouver  les  intégrales  par 
les  ferles  convei^entes  de  Newton,  comme  on  trouve 
les  arcs  de  l’hyperbole  & de  l’ellipfe , nous  avons  crû 
devoir  établir  les  prinoipes  de  ces  reduAioas. 

CCLXVII. 

PROBLEME  I.  Trouver  l’int^rale  de  la  différen- 
tielle  binôme  x*  d»(^bb — xx)  *. 

hh  * 

Solution.  En  fuppofant  x==  — , on  aura  x* 
^ 1 

■=ib%  *,</x= — bbz~^  dzyxx=zb^z  *,  & fubflitu> 
ant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  propofée , on  la 

trouve  = . Or  cette  différentielle 

5,  2 

Z*  Z — X*  i/ Z Z — aT 

1 

— »•  Z ““ b b 7^  d X 1 ♦ 

= — = î — , comme  on  le  voit  en 

— Z z-^bb 

b^ZZ-^  bZ 

I 

reduiiànt  la  fraAion  au  dénominateur 

yz  Z — àî 
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Z*  ** — bb.  Cette  diffifrentielle — ^ - =^ds,  eft 


celle  d’un  arc  s d’hyperbole  equilatere , dont  l’axe  eft 
2 b , l’equation  u u =/ / — bb en  prenant  pour 
^ l’abrciflê  fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u pour 


l’ordonnée  correfpondante , & en  failànt  / = 


+-Â  A 

2 


= ( Art.  CCLXIII.)  : donc  l’intégrale 


S.  — ■—  = s.  l’autre  différentielle  -p— ^ — iÜL 

— X^dz  — 6 iJz  —dz  — l>b  Z ^ dz d T 

= TT^zr  = TrrTT^  “ 

faifant  z — ^—Tr'^  ce  qui  donne  la  différentielle  dz 

f 

•^bb  z~"  * d * = d 7T  & z — bbz — • r=  tt’  j par  con- 

X 

fequent  l’intégrale  & l’in- 

JJ*  l/zz^TÎ 

i —i 

tégrale  de  la  fraéüon  propofée  S.  x* du  {b b — hx)  * 
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J — 2 ^ — plus,  ou  moins  une  confiante. 

X ' 

c.^F.r. 


CCLXVIII. 


Corollaire  I.  Donc  l’intégrale  de  la  diffcrcii- 

1 I 

tielle  — xx)  * dépend  de  la  reélification 

de  l’hyperbole.  Or  fi  dans  la  dilférentielle  binôme 

I 1 

x'  dx{e-¥f x^)  * , r efl  pofitive  , &:  f négative 

= — c,  de  forte  qu’on  ait  e-^-fx^  — e — rx*=.fX 

II  1 

I T J 1 I_ 

aura  X*  rfx(e— «-/x*)  *=c  *x*</x^j  — xx^  * = 


I I ^ 

c ^x'dx(^bb  — xx)  * , en  faifànt  ^ par  con- 


fequent  l'intégrale 

I 

S.x'  dx(^bb — xx) 
ce  qui  démontré 


S.  x^  d X (e-^-f  X*)  ^ = c *X 

1 ï ^ ; r 


c 


.1'  L — xx 
* • 

i^TT  * 


que  l’intégrale  de  la  dÜféren tielle 
" N n n 
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1 1 

d*(^e—¥fx')  * dépend  aufTi  de  la  reflifîcation  de 

l’hyperbole^  lorfque^  e étant  pofiiive,  /'  eft  négative. 

CCLXIX. 


Corollaire  II.  En  ruppofanr  * = on  trou- 

ve, comme  dans  la  folution  du  Problème,  que  Tinté- 

X 

grale  de  la  différentielle  trinôme  x*  dx(ùlr^px  — 

. L 


xx)  * e(l  S". 


* Z Z — A é 

TT 


Or 


(.ZZ^pZ &&)  * 

on  fçait,  par  le  Coroll.  III.  des  Lemmes  precedents, 

X 

que  l’intégrale  de  la  différentielle  a*  </  * ( z z z — 

T 

hl>)  ’ dépend  de  la  reélificatîon  d’un  arc  d'hyperbole, 
dont  le  fécond  axe  eft  2^,  le  premier  axe  2/r,  Tequa- 
tion  uu  = — (jj^  — a a),  en  prenant  y pour  Tabfciffe 
fur  le  premier  axe  depuis  le  centre,  u pour  l’ordonnée, 

& en  faifanr  q = ^ , y =z ; & a = Z+p-i. 


^ ^pp  — d’ou  il  fuit  que  l’intégrale  de  la  diffé- 

1 i_ 

rentlelle  trinôme  x*  dx(e-¥f  x~+gx*)  * dépend  de 
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la  reflification  de  l’hyperbole,  lorfque  e étant  pofitlve, 
g eft  négative,  tjuelque  foit  /.  Car  fi  on  fuppofe  e 

pofitive,  & — f,  on  aura  e—>rf*  — cxx  = c 

^ — xx'^z=zc(ùù:±:px—^Hx)y  en  faifant  hù=:~y  8c 

zà:p=z~y  & par  confequent  x*  dx(e-+fx-+gx*)  * 

I i_  I 

= c ^ x^  Jx(blf'Z^:px — xx)  *. 

CCLXX- 

Lemme  III.  En  luppofant  , & 5 = r-4-\ 

on  a ces  deux  équations . 

I.  J **(?-+•/**)’’ ^rr.  S.  (^*(e-+y**)*“* 

-Hr/.  S.x^-^'dx{e-¥fx^y-\ 

II.  X ( e— +•/**  ^ • S.x^~~^d  x(£-*-f  **)^— 

A e.  5".  x"  * d X ( e-i-f  x*  )’' 

Ces  équations  ne  font  que  des  cas  particuliers  des 
formules  generales,  que  nous  avons  démontrées  dans  les 
Corollaires  du  Theor.  V.,  Article  I.,  Chap.  VL,  8c  on 
peut  s’aflurer  de  leur  exaélitude  fans  autre  demonftra- 
tion,  en  prenant  dans  clucune  les  différentielles  de  coté, 
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Sc  d’autre  du  figue  d’egalii^,  qu’on  trouve  égalé-. 

ciur’ellei. 

CCLXXI. 


Corollaire.  Lorfquc  r,  & r font  —o,  ces 
équations  n’ont  point  lieu,  puifqu’alors  elles  s’cvanouii- 
fent . Lorfquc  l’une  des  deux  quantités  r,  on  s dans  la 
première  équation,  & i,  ou  A dans  la  fécondé  devient 
nulle,  l’intégrale  qui  a l’autre  dans  fon  cocHicient  eft 
toujours  algébrique;  dans  tous  les  autres  cas,  ou  r & r 
dans  la  première  équation,  & r & A dans  la  fécondé 
font  réelles,  l’une  des  deux  intégrales  defignées  par  S. 
étant  donnée , on  trouvera  toujours  l’autre . Ces  for- 
tes de  formules,  ou  d’équations  n’induifent  point  en 
erreur,  lorfqu’on  a egard  aux  exceptions  qui  font  qu’el- 
les n’ont  point  lieu  dans  quelques  cas,  ou  qu’elles  ne 
l’ont  pas  totalement.  Par  exemple,  fi  l’une  de  ces  deux 

J - 

intégrales  S.  x^)  *,  8c.  S.  x </x(e-4-/x*) 

étant  donnée , on  vouloir  trouver  l’autre  par  la  pre- 
mière équation,  on  fuppoferoit  x*  = x®“',  x"^  = x’"*"'. 


& ‘=(f— t-/x*)  *,  ce  qui  donneroit 

fl— 1 = 2,  5 = 3,  A — i=_I,  A = — i,r=i. 
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=r-î,  & i = r— = la  première  equa- 

tion  deviendroit  ^ e -♦-/**)  * = </*  (c— h 

_5 

fx^)  *— *"0>  Iti  dernier  terme  sf.S.M~*'^dx[e—^fx^)*'  * 

ctau:  nul,  a caufe  de  s — o\  on  auroit  donc  l’intégrale 

S.  dx(e-^fx^)  * =z  — (^c~*-fx^')  »,  qui  eft  algébri- 

que; niaii  on  ne  pourroit  point  trouver  l’autre  intégra- 

_5 

le  S.x* d x[e—hf x^j  »,  par  ce  que  réellement  elle  ne 

î 

dépend  pas  de  la  première  S.  x* d x(^e—^f x^)  *. 

CCLXXII. 

PROBLEME  II.  L’intégrale  de  la  différentielle 
s,  L 

X ^dx(ùù-^xxy  étant  donnée,  trouver  les  intégrales 

T II 

des  deux  difiérentielles  x*  dx  {b b -¥xxy  , 8c  x*  d x X 

I 

( bb-+xx)  * . 

Solution.  I.®  Pour  trouver  la  première  intégrale 

1 I 

5.x*  dxÇbb-^xx)'  ^ nous  fuppoferons  dans  la  première 
équation  du  Lemmc  precedent  x*~ ‘ </x(e— t-/x*  )”“* 
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—L  l 

— X * jx  —h  Ji^y  J & jx  (e-i-fx*  y 
1 1 

x'  d x{bb~-k-xxy  ^ d’ou  l’on  tire  5— i = — . 
i,  6-+i=^,  A— 1 = ;,  A = ^,  e — hb^f—i^ 
r = 7= — j=r— ♦-A=|',  & la  première  equa- 

tion  devient  - * '(bb-^-xx)'  — — -bb.S.x  * // * X 
il  - 

(^b  b—h  xxY-^~  S.x*  dx  (bb-i-xxy  ; d’ou  l’on  de- 

1 - a —1  - 

duit  S.  x' dx  {b  b-¥  xxy  X ^dxÇbb-i-xxy  —h 

il,  -1  r 

Y S.x  ^dx(bb’^xx)  . C.^F.T, 

1 

IL*  Pour  trouver  la  fécondé  intégrale  S.  x*  dxX 

T 

(bb-^xx)  *,  nous  fuppoferons  dans  la  fécondé 

1 

équation  du  Lemrae  V dx{e~^fx^y  =.x  dx  X 

1 i. 

(bb-i-xx)*^^  &**  *dx(e^fx^y  ' =.x  dx(^bb 
1 

-+**)  d’ou  l’on  tire  fl — 1=7»  A=I  , 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  VIL 


471 


I,  r=i=î,j=:r-+A=: 

, 1 
L , & la  féconde  équation  devient  {bb-^xxÿ z=:  1 

f - i.  1 

S. H dxÇbb—hxx')  — ~ b b .S.x*  dxÇbb-^xxy  * j en 

- î.  * 

reduilânt  on  a ibbS.x^  dx{bb-^xx)~'*z=:  ^.S.x'dxX 

- l L 

(bb—hxx)' — 2x’  (bb—hxx)\  & fubftituant  au  lieu 
de  5.I.X*  X (bb-hxxy  , fà  valeur  2 » * (bb—^xx)* 

^ X 

bb .S.x  dx(^bb—^xx'f  , qu’on  a trouvé  par  le 

- — î. 

premier  cas,  on  aura  5*.  x'  dx{bb-¥xx)  l_ï  x 

b b 

L il 

(_b  b-i-x x)*  S.x  ’ dx(b b-+>xxy  — 

b b 

il  i 

» * — X* 

*6  -+--A.X  dx{bb-~^xx  , 

C.^F.T. 

ccLxxiir. 

Corollaire  L Puifque  l’intégrale  de  la  différen- 
jr  JL, 

tielle  X * d x(^bb  -i-xx)*  lé  trouve  par  la  reflifica- 
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tioii  d’un  arc  d’hyperbole  (Art.  CCLXII.),  celles  des 

1 1 I 

deux  différentielles 

— I 

xx)  * ne  dépendront  que  de  quantités  algébriques, 

& de  la  reérification  d’un  arc  d’hyperbole;  d’ou  l’on 

1 

conclût  que  l’intégrale  de  la  différentielle  x’«/x(e— 

I 

/x*)  * ne  dépend  aufft  que  de  quantités  algébriques, 

de  la  reflification  de  l’hyperbole,  lorfque  e d<.  f font 

I 

toutes  deux  pofitives;  puifque  dans  ce  cas  (c— t-Zx*)* 

t II  11  J 

=/'(j-hx*ÿ=/’(^^-+xx)’  & xVx(c-f-/x*)" 


x)  ’,  en  faifant  bb~j  ^ ou  b~ 


CCLXXIV. 


Corollaire  II.  Donc  l’intégrale  de  la  différen- 

2.  1 

tielle  X*  i/x(f -H-yx*)  * ne  dépend  que  de  quantités 

algébriques,  & de  la  reéUfication  de  l’hyperbole , quel- 
ques foient  e & /;  car  ces  quantités  e & f as  peuvent 

être 
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être  toutes  deux  négatives,  par  ce  qu’alors  h/**, 
L 

& la  difiTérentielle  tJ x(e—^-f * feroient  imagi- 
naires. De  plus  nous  'avons  démontre  que  l’intégrale 

1 _t 

de  la  différentielle  x^dx(e—^fxx)  * dépend  de  la 
rcélification  de  l’hyperbole,  lorfque  e 8c  f fout  pofitives 
( Coroll.  precedent  ) , & auffi  lorfque  l’une  de  ces  deux 
quantités  eft  pofitive  & l’autre  négative  (Art.  ccLXii., 
ccLxiii,  8c  CCLXVIII.);  donc  en  general  l’expreflioii 
différentielle  cy— deffus  ne  dépend  que  de  quantités  al- 
gébriques, 8c  de  la  reflification  de  l’hyperbole  feule. 

CCLXXV. 

THEOREME  II.  Les  intégrales  de  toutes  les  dif’ 
férenticlles,  qui  naiffent  en  fubfHtuant  dans  la  différen- 

I . I 

a T —4-  — et  “ 

tielle  generale  x * d x[e-^f x^)  des  nombres 

entiers  quelconques  pofitifs,  ou  négatifs  a la  place  de 

X, 

T,  & de  TT,  dépendent  de  l’inte'grale  S.  ■ Sc 

par  confequent  de  quantités  algébriques,  8c  de  la  re£U- 
fication  de  l’hyperbole  feulement. 

Démonstration.  En  comparant  la  différentiel- 

I 1 

a T -f  - — 

le  K * dx(e-hfx^)  * avec  la  différentielle 

Ooo 
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» ' d x(e—hf *,&  la  différentielle  * ’X 

d x[e—!rf x')  ’ avec  la  difîcrentielle  dx[e—^ 

fxy-^  dans  la  première  équation  du  Lemme  III. 

(Art.  CCLXX.)  ^x\e-^f x^')'  =zre,  dx{e-^ 

f x*'f'  * — +-  sf.  5".  X*  “*’*</  X ( e “+■/* > on  «inra 

6 I = 2r-4-i,  f— 4-I  = 2T— t-2—hj,  fl  = 2T-H-j, 

A— HI— 1-7,  r = i=  T-+-7,  & 

— — î»  2 4J 

? 2 

r = r-^A  = r— t-TT— 4-1  — 1 h-.  Or  ces  valeurs  de 

4 4 

r,  & r,  dans  Icfquelles  t,  & font  toujours  des  nom- 
bres entiers,  ou  zéro,  ne  peuvent  jamais  devenir  égalés 
a zéro.  Car  fi  on  fuppofe  r,  ou  t— j-^=o,  on  aura 

un  nombre  entier,  ou  zéro  = — j , & fi  on  fuppofe 

r,  ou  T-4--JT— »- 1 --1- i =0,  on  aura  un  nombre 

entier,  ou  zéro  = — f "^4  > abfurde:  donc 

( Art.  CCLXXI.  ) la  première  équation  du  Lemme  III. 
aura  toujours  lieu , lorfqu’on  ajoutera  7+  2 , autant  de 
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fois  qu’on  voudra,  a l’cxpofant  — t-j  de  * hors  de  la 


parenthefe  dans  la  différentielle  x*  d x(e—hf * . 
De  môme  en  comparant  la  différentielle 

I 

avec  la  différentielle  x^~'  Jx(e—h 


fx'Y  *,  & la  différentielle  x^''~^'ï  dx(e—¥-fx*f~*‘^  ~ï 
avec  / ^ dx(e-i-/x^)'' ^ dans  la  fécondé  équation  du 

Lem.  III.  \x\e-^fx')''—s.S.x^-^dx{e-^fx*f'-~ 


Xe.S.x  'dx(e—i-fx^)*'  \ on  aura  6 — iz=2r— *• 

— , 6=  2 h- , — I = 77  — - A = -77  —h  I — , r 

r=-  = r— & j = 7— *-\  = r— j-77— l-i— 
par  ou  l’on  volt  que  les  valeurs  de  r & de  A ne  peuvent 
jamais  être  nulles,  Sc  que  ( Art.  CCLXXI.  ) la  fécondé 
équation  du  Lenime  III.  aura  toujours  lieu,  lorfqu’on 
ajoutera  fucceffivemeiu  zt  i » autant  de  fois  qu’on  vou- 
dra, a l’expofant  du  binôme  r— f-y**  dans  la  dif- 


férentielle * d x(e-¥-fx^)~  * 
lielle  t/ X ( c— t-/**)  “*  . 


, ou  dans  la  différen- 
Donc  , l’intégrale 


Digitized  by  Google 


47 Elemens  du  Calcul  inte'gral 

1 _i 

S.x^  d X ( e-*-f  x')  » étant  donnée,  on  pourra  tou- 

jours trouver  par  les  deux  équations  du  Lemme  III. 

l’intégrale  de  la  différentielle  * ’ d x(e-^f  x*)  » ’ 

lorfque  r 8c  -rr  font  des  nombres  entiers  ou  zéro,  & 

'i 

par  ce  que  l’intégrale  S.x*  dx[e-^-fx')  * ne  dépend 

que  de  quantités  algébriques,  & de  la  reélification  de 

l’hyperbole  feule  (Art.  ccLxxiv.),  l’intégrale 

I 

dx(e—^fx^y~*  ne  dépendra  auffi  que  de  quantités 
algébriques  , & de  la  reélification  de  l’hyperbole  . 
C.^F.D. 

CCLXXVI. 


Corollaire  I.  Si  on  fuppofe  x^ =z' y ou  x = 

• m 

— ——1  I . *» 

1 J n a I 1T-4-—  T>f— — 

% ^ on  aura  = — ai  dz^n  ^ — z , 


* T— f,-. 


2 


11 

4 


T /f  — i 


dzy  8c 


2 T-t-- 

X ^ d X 


fx^)  ^ dz(e-¥-fz^~  * y quelque 

foit  n . Donc  l’intégrale  de  cette  demiere  différentielle  , 

en  ôtant,  fi  l’on  veut  le  coefficient  confiant  - , ne  de- 

2 ' 
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pend  que  de  quantités  algébriques,  & de  la  reflification 
de  l’hyperbole . 

A 

CCLXXVII. 


Corollaire  IL  Si  on  fuppolè  x—/ 
la  diffcrentielle  a ^ *, 


* * dans 
on  aura 


I — Z J n — n + 4 

dz= — / <//,z  —y  ,a  -=ly 

, r 4 . r — » / . r » \* — » 

e-^fz  =ze-\-fy  = 7—,  (e^fx)  =: 


TT  ^ — 
f n.cs  * 

, & a 

«» 

y * 


dz{e^fx”)  ”*  = 


I 

> 


dy(_ey‘-\-f) 


dont  l’intégrale  ne  dépendra  que 


/ 

de  quantités  algébriques,  & de  la  reélification  de  l’hy- 
perbole, lorfque  r,  8c  ir  font  des  nombres  entiers  ou 
zéro,  & » un  nombre  quelconque. 


CCLXXVIII. 


REMARauE.  On  pourroit  encore  trouver  d’autres  ' 
formules  generales  de  différentielles  dont  les  intégrales  ne 
dependroient  que  de  quantités  algébriques , & de  la 
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reélitication  de  l'hyperbole , en  rendant  rationelle  la 

différentielle  binôme  dx(e-¥-fx*)  ce  qu’on  peut 
toujours  faire  par  nôtre  Table  de  reduélion . Car  on 
trouvera  par  la  une  valeur  rationelle  de  laquelle 
étant  fublHtuée  dans  les  formules  generales  cy-deffus 
donnera  d’autres  différentielles  plus  compofées,  dont  les 
intégrales  ne  dépendront  que  de  quantités  algébriques , 
& de  la  reélihcation  de  l’hyperbole. 


CCLXXIX. 

PROBLEME  III.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé* 
1 1^ 
rentielle  h *Jx(bb‘ — xx) 

à X 

Solution.  Il  eft  évident  que  ; ■ = 

V'bb—xx 


hdx-¥xix—xÀx  X*  dx 

— ___  — b f/b  b — XX 

bx*  bb  — xx  ' bb  — xx 

(Art.  ccLXVii.)  l’intégrale  de  la  différentielle 


Or 


1 


b' bb—xx 

fe  trouve  par  la 


par  confcquent  celle  de  — ' ' ■ 

h b^bb  — xx 

rcéUfication  d’un  arc  d’hyperbole  & 
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par  une  quantité  algébrique  ; & l’int^rale  de  l’autre 

différentielle  — fe  trouve  de  cette  maniéré  ; 

y X ^ bb  — IT* 

par  ce  que  bb  — »*  = ( ^-4-x)  (^— **)  , on  aura 
■ ^ & ^ en  fuppoûnt  b-h» 

Tx  ^X*  ^ X 

X 

= *,  on  a dx~dz  ^ Vb^a—  a*  ,*=rz  — b^b — x = 


L ^ ^ ^ b - 

2 b — 2,  ce ; 


ï dz 


b(^  ii>b  z—zz — zbb 


y dif- 


6x  ^ b — X 


férentielle  qu’on  réduit  a la  forme — ^ en 

^ bi^pz—zz  — cc 


faifant  ^bb—py  8c  zbb  = cc.  Puis  donc  que  l’inté- 
grale de  cette  différentielle  eft  un  arc  d’ellipfe  que  nous 
avons  déterminé  (Art.  CCLXV.)  on  aura  aufli  l’inté- 


grale de  la  différentielle  . paj.  |a  reélifica- 

bx*  t^bb  — xx 

tion  de  cet  arc.  Donc  on  aura  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle propofée  par  des  quantités  algébriques,  & par 
les  rétifications  de  l’hyperbole,  & de  l’ellipfe.  C. 

F.  T. 
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CCLXXX. 

1 

Corollaire  I.  La  différentielle  * * </  * ( x jf~ 

1 

b b)  * , en  fuppolànt  k = — , fe  réduit  a la  forme 

de  la  precedente;  par  confequent  Ton  intégrale  dep>endra 
auffi  de  quantités  algébriques,  & des  reéUBcations  de 
l’hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble . Car  en  fuppofant 

t 

b b 2 • __  ^ * X / / 

— , on  aura  n = — , . Kxx  — 00=1 

Z ^ zz  ^ 1 ^ 


s*  66  — «s  • 

CCLXXXI. 


d Z 

Corollaire  II.  L’intégrale  S.  de 

pend  de.  quantités  algébriques,  & des  reélifications  de 
l’hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble,  lorfque  des  deux 

quan* 
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quantités  r,  &/"  l’une  eft  pofitive,  & l’autre  ncî^ative  . 

Car,  fi  = £■»*,  on  aura  >''' c-^-fx*  =z 

f/' J — X i/TT—^lTx  y en  falfaiit  bb=.^-y  8c 

X 

fi  e -+f  x'  =f  X*  — c y on  aura  —f  ’ X 

l 

f/ X* — J~f*  faifant  bb-=‘^. 

CCLXXXII. 

PROBLEME  rV.  Trouver  l’intcgrale  de  la  diffé- 


rentielle — 7- 


dx 


on 


/TT^Tx 

Solution.  En  fuppolânt  — x, 

aura  xx-^rbb—y y — •^^xy-^xx  y * = , 


,/ . , ; »'»-f-6A  , _ dy{y^-^-bb)  X 

y xx-i-bb=y  — x~^  ydx—  — — -y  x X 


y xy 


d y{y  y 
»/ 


**  l^bh  — xx 

X ; diffé- 

{^yy-ybb)y'yy  — bb  

y y yy  — L 


y y yy — bb 

renticlle  qui  a la  même  forme , que  celle  de  l’Article 
CCLXXX.,  & dont  l’intégrale  par  confequent  fc  trouve 

Ppp 
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de  meme,  ceft  a dire,  par  dcî  quantités  algébriques, 
& par  les  reflifications  des  arcs  d’hyperbole , & d’ellip- 
fe  enfemble.  C.^F.T^ 

CCLXXXIIL 

Corollaire  I.  L’intctirale  S.  — fe  trouve 

X*  /TTT? 

par  des  quantités  algébriques,  & par  les  reélifications 
de  l'hyperbole,  & de  l’ellipfe  enfemble,  lorfque  e &.  f 

l 

Ibnt  toutes  deux  pofitives.  Car 

I 

bb-^xxy  en  failànt  hb—j. 

CCLXXXIV. 

d X 

Corollaire  IL  L’intégrale  S.  fe 

X * f-4-/  xx 

trouve  toujours  par  des  quantités  algébriques,  & par 
les  reélifications  de  l’hyperbole  & de  l’ellipfe , quelques 
foient  les  quantités  t , Car  elles  ne  peuvent  être 

toutes  deux  négatives,  par  ce  qu'alors  ^ c—h/xx,  & 
-7 — — feroient  imaginaires . Mais  lorfqu’elles  font 

x’  e -+/  X X 
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toutes  les  deux  pofuives,  & auiTi  iorfque  i’una  Cil  po- 

fitive , & l'autre  négative , l’intégrale  S.  — — — 

\ **  f''  f -i-f  %x 

fe  trouve  par  des  quantités  algébriques,  8c  par  les 
recHfications  de  l’hyperbole  , 8c  de  l’elliple  enferable 
(Art.  ccLxxxi.  8c  ccLxxxin.  );  donc  8cc. 

CCLXXXV. 

THEOREME  III.  L’intégrale  de  la  différentielle 
generale  x ^ d x (e-+f  x x)  dépend  de  l’intégra- 
le 5".  — ; — ^ , 8c  par  confequent  de  quantités  al-  - 

X*  C-4-/  X X 

gebliques,  Sc  des  reclifications  de  rellipfe  8c  de  l’hyper- 
bole enfcmble,  lorfque  t & 77  font  des  nombres  en- 
tiers quelconques  pofitifs , ou  négatifs , ou  zéro  . 

Ce  Tiieorcme  fe  démontré  de  même  que  le  pre- 
cedent. 


CCLXXXVI. 

Corollaire.  I.  Si  dans  l’equation  différentielle 
qui  eft  l’element  d’un  arc  de  la  premiè- 
re parabole  cubique,  on  fait  x =:  l’exprelfion  pre- 
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cedeiue  fe  change  en  celle-cy  laquelle  eft 

^ /y 

un  cas  très  fimple  du  Theoreme  precedent,  en  failànc 
T = o,  & v donc  la  reflificadon  de  la  pre- 

mière parabole  cubique  dépend  de  celles  de  l’ellipfe, 
8c  de  l’hyperbole  enfemble,  & non  pas  de  l’hyperbole 
feule,  comme  l’ont  crû  quelques  grands  Geometres. 

CCLXXXVII. 


Corollaire  II.  En  fubftituant  partout  z’  dans 
la  différentielle  du  Theoreme,  on  la  réduit  a la  diffé- 
rentielle Z (e-+-z")’^  ~ . Donc  l’intégrale 

— -4-  * 

de  cette  différentielle  x”’  ♦ *-/**")  “ * dé- 

pend de  quantités  algébriques,  & des  rcélifications  de 
l’hyperbole,  8c  de  rellipfc  enfemble. 

CCLXXXVIII. 

Corollaire  III.  En  fubftituant  / ‘ au  lieu 

de  * dans  cette  derniere  différentielle  on  la  réduit  a 

. 1 

cette  autre  — £lLl1j±ZLL — _ ^ qui  confequent 
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fera  int^rable  , comme  l’autre , d’ou  elle  dérivé . 

CCLXXXIX. 

Corollaire.  IV.  On  pourroit  trouver  d’autres 
formules  generales  en  rendant  ratîonelle  la  différentielle 

-+/«*,  8c  fubftituant  pour  « fa  valeur  rationelle. 

ccxc. 

Corollaire  V.  En  joignant  enfemble  les  deux 
derniers  Theoremes,  on  voit  que  la  différentielle  gene- 

raie  * ~ x^)  8c  toutes  celles  qu’on  en 

dérivé  par  fubftitution  font  toujours  intégrables  par  les 
reélifications  des  feélions  coniques,  8c  par  des  quantités 
algébriques . 

CGXCI. 

PROBLEME  V.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle ^ . 

»*  y' ib:*px—xx 

Solution,  L’equation  — oadeux 

racines  réelles , l’une  pofitive  x= rh  ^ ^ 

que  nous  defignerons  par  .6,  8c  l’autre  négative  x = 
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4^^ 

z±\p—l/TfpïTb,  "0^^  nommerons  ~k]  d’ou 
il  fuit  que  le  trinôme  bb-z^px  — xx  a pour  üiéleurs 

, _ dx  

réels  h-~x^  & k-^x,  & que  -7 — — 

jf*  P^bb^nx  — XX 


£x 

1 

,»  j/(l_x)(t-+x) 
dx  { I — t-x) 

1 

*x*  y(^b—x){k-+x) 


dx(k—t-x)  — xdx  

t 

*,>  l^(A  — x)(*-+-x) 


x^  dx 


dxP'} 


ix*  P'b—> 


Or  l’intégrale  s.  fe  trou- 

kP'bb:±px  — xx  kV  bb^px  — xx 

ve  par  la  reaification  d’un  arc  d’hyperbole,  & par  une 

quantité  algébrique  (ArucCLXix.);  8c  en  faifant  k-*-x  = z, 

1 

on  aura  d x=zd  Zjb — jt=A— 


i_  1 

d xl/k  —hx Z*  d Z Z dz 

~ . * l^h^d^x.  k l''{b-hik)z—zz—k(b-i-k)  y 

kx^  V h — x 

différentielle  dont  l’intégrale  eft  un  arc  d'ellipfe,  qu’on 
trouve  comme  il  a été  expliqué  (Art.  CCLXV.).  On 
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aura  donc  riiuJgrale  de  la  difierentlelle  propofée  par 

i 

les  rétifications  de  l’hyperbole  8c  de  l’ellipfe,  Sc  par 
une  quantité  algébrique.  F. T. 

ccxcir. 


Corollaire.  En  fubfHtuant  — au  lieu  de  » 

Z. 

dans  la  diUïrentielle  — on  la  réduit  a 

X X ^px  — b b 

cellc-cy  — hJj: ^ qu’on  intègre  comme  la  pre- 

z * b'  bi^pz  — zz 

cedente. 


ccxciir. 


PROBLEME  VI.  Trouver  l’intégrale  de  la  différen- 
tielle -1; — — . 

»*  l''xx:i^px-+lib 

Solution!.  Les  racines  de  l’equation 
h b~o  font  x=:Il4l-^  p -I-  pp  — 8c  x~  Zjl 
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Cas  I.  Si  ~pp:^bb,  le  trinôme  xn-^px-^bb 

fera  un  quarré  qui  aura  *r±  7/»»  ou  \pz^»  pour  £i 
1 

racine,  & en  imiànt  «*=:z,  la  difTérentielle  propofée 
deriendra  rationelle,  & pourra  s’intégrer  par  les  qua- 
dratures des  ferlions  coniques. 

Cas  n.  Si  ^pp  ■£.  bb  ^ racines  de  l’cquation 
xx’^px-^rb  b~o  feront  imaginaires  & ce  trinôme 
n’aura  point  de  &£leurs  réels.  Alors  pour  trouver  l'in- 


tégrale, on  fuppolèra  »3f-~p==z,  ce  qui  donnera 


d M 


dz 


* -*■  px-*-bb 
dz 


-f,Vxx  — ^pp-+bb  ^ Z -t-^p.  ^ zz-+qq 


en 


mettant  a la  place  de  bb—^^  pp’  fàilant  de  plus 


— %,  on  aura  x = ^ — z = 


dy(rv-+<M') 

zyy 


ZZ- 


,St 


dz 

^ X'^-p.  I^XZ-+jq 


dyt^2 


diffé- 
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liifFérentielle,  dont  l’intcgrale  fe  trouve  comme  dans 
le  Corollaire  du  Problème  precedent. 

Cas  III.  bb^  les  racines  de  l’ecjuation  x» 

ri/»  x—¥bb=.o  font  réelles , & en  fuppofant  <^l/>/>  — b b 


= /& , on  aura  b ^ i/>,  & z h ^ p . 

Lorfqus  le  trinôme  fera  xx-i-px-^b  b^  les  raci- 
nes feront  x= — ~^p — b,  8c  x=z  — ip-^by  les  fa- 

fleurs  réels  x-¥\p-\rby  8cx-+\p — b y 8c  la  différen- 
tielle ■-  . En  fuppofânt  *-+ 

» — t- i /> -1- A . y'TTÎJZl 

I 

~/>  — ^ = on  aura  dx^=zdzy  x=^z-i- h— ~pyx' 

= ^ Z — *-  A ^ p'y  X—*-b—t-^p=i^  h y 

^x  —H  7 P — b = , & la  différentielle  deviendra 

d Z d Z 

1 

s;*  yzZ-+z(.}i—^p)—Hp—li>y 


• zb-l/  s-hA— i, 
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45?  O 


(i  Z 


en  f^îifant  3 ^ —-^r  ^ Sc 


b{p  — zh)~cc^  quantité  pofitive  , par  ce  que 
P Z h , Ot  l’intégrale  de  cette  différentielle  fe  trouve 
comme  dans  le  Corollaire  du  Problème  precedent . 

Lorfque  le  trinôme  fera  xx — px—^bb^  les  ra- 


cines feront  *=7/>  — b y & x = ^p-4-/6,les  faéleurs 


réels  du  trinôme  x-\-b  — 


& X — b — 


&;  la 


différentielle  ^ — . En  fuppofant 

X*  — X — h — — p 

— ^p  — Xy  on  x~dxy  x=zz-^-~p  — b y 

x‘=^  z-^jp—by^x-i-b  — ^p~z\i^x—b  — '-p 
~ ^ Z — iby  8c  la  différentielle 

^ Z _ g 

^1  ^ î 

a*  2 -*■-/’  — i.b'z  — lï  ^ZZ-i-zÇ-p  — — i{p — l6) 

qui  s’intégre  comme  la  precedente  . Donc  la  différen- 
tielle propofée  — ; — • fe  trouve  toujours  par 

nx-t,px-+bl> 
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les  reflifuations  de  l’hyperbole , & de  l’elllpre , Sc  par 

une  quantité  algébrique  , excepté  le  cas  de  b = 

^ P , dans  lequel’on  la  trouve  par  les  quadratures  des 

feélions  coniques . C.  ^F.  T. 

CCXCIV. 


PROBLEME  VII.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 
rentielle   . 

P*  — XX  — b b 


Solution.  Puifque  pu — xx — bb=.^  pp~^  b b 

/>/)— /»x— t-xx^,  lorfque  pp  ne  fera  pas  plus 

grand  que  bby  trinôme  px  — nx-^bb  fera  négatif, 
& fa  racine  imaginaire,  auffi  bien  que  la  différentielle 

propofée.  Il  faut  donc  fuppofer  ^p'^b^  ou  p'^zb. 
Dans  cette  fuppofition  le  trinôme  aura  pour  fes  fafteurs 

réels  X — ^ P -¥  f/ ~^p p — b b , & — x — f- 


en  mettant  b au  lieu  de  ^ ^pp-~'l>b.  Donc  la  diffé- 
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rentielle  — = ^ ■ • ■ . . 

,^l/fx~xx  — bb 

Suppofant  maintenant  ♦■/&— x=z,  on  aura  </x  = 

— ~p—brh — *, 

— ^p-^  br=.i/  Z b — ~k  , & la  différentielle  pro- 

pofée  = , ~ = 

X.'  !/  xh  — t,i/  Lp^h  — x 

S ‘ 

, , qui  s’intégre,  comme 

^ t,hh  — p)  ~^zz 

celle  du  problème  precedent,  c’eft  a dire  par  les  reéU- 
fications  de  l’hyperbole,  & de  l’cllipfe,  & par  une 
quantité  algébrique,  excepté  le  cas  ou  elle  depeud  des 
quadratures  des  feélions  coniques.  C.^F.T. 

GCXCV. 

PROBLEME  VIII.  Trouver  l’intégrale  de  la  diffé- 
1 

rentielle  —~======z. 

y X t ztpx-^hb 

Solution.  Puifque  le  trinôme  kx  ^px—¥  bb 
eft  le  même  que  celui  de  l’avant-dernier  Problème, 
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il  aura  les  mêmes  fa£leurs  'î  P 

— en  fuppofant  b=z:  pp—~bl;^  & on  aura  les 

mêmes  cas . 

Cas  I.  Si  PP  =z  h b yili  trinôme  fera  un  quarrê, 
4 ^ * 


&,  en  faifant  la  différentielle  propofée  devien- 

dra rationelle,  & pourra  s’intégrer  par  les  quadratures 
des  ferions  coniques. 

Cas  II.  Si  ^pp  bb^  les  fafleurs  du  trinôme 
feront  imaginaires,  & on  fuppofera,  comme  dans  le  fé- 
cond Cas  de  l’avant-dernier  Problème,  *z±7/»=*> 
ce  qui  donnera  dx~dzj  Xx-*-px—^-bb—xz—*-bb 
^^ppz=:zz-*-qq,  en  mettant  qq  nu  lieu  de  ^ ^ • 


IPP^^^- 


1 


y: 


*x  ^p> 


■ bb 


b'  ZZ 


-hîî 


zdz  -*■ 

V*r=ip.i 


fuppofant  de  plus  — z,  on  trouvera, 

comme  cy-deffus , ^ , & f/^Z^~P 

b'  yy^py  — <l<} 
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ày{y?-*-py  — ??)  . 


J 


1.1  ^ . I 


yy  -^fy  — ii 


^yy-^fy—ni 


— . Or  ces  trois  différentielles  s’in- 

y^‘  îî 

tégrent  chacune  en  particulier:  la  première  par  la  re- 
flification  de  l’hyperbole  (Art.  CCLX. );  la  fécondé  par 
la  rcflification  de  l’hyperbole , & de  l’ellipfe , & par 
une  quantité  algébrique  (Art.  ccxci.);  & la  troifie- 
me  par  la  reclificatiou  de  l’hyperbole  , & par  une 
quantité  algébrique  (Art.  CCLVII.,  & CCLXIX.  ). 

Cas  III.  Si  ^pp  > bby  les  fâéleurs  du  trinôme 


x'Jx 


étant  réels,  on  aura  , — - 

l^xx:^px-^bb 

Lorfque  le  trinôme  fera  xx-y-px-+bb  ^ en  fuppofant 
x-*-~p  — b = Zy  on  aura  dx=zJz^  x=zz~i-b  — -pj 


x' 


IP 


b^x-^^p—y-bz^zt^  z-^-zby  & la  différentielle 

dzb'^Z'-yf’ — -p 


X 

x'dX 


^ X-+ ~ p—h , x~y  — p—y b 


‘ y'z-t-ib 


Digitized  by  Google 


I.  Partie.  Chap.  VII. 

I 

zdz-¥<lz{h—^p)  ■•~dz 


4P  S 


z~  z-i-zhy  z-i-h  — '-p 
Z^^Z-i-lh-^  Z-+h—~p 


Z -+•  zh‘  ^ S— t-A  — — 


r/- 


Z*  d% 


*^a:sH-«(î*—  ^p)  — h{p—ih) 


(^Lp-h)dz 


Or  pulfque 


z'  z«-t-ï(îA — — k{p  — Z h) 

PP  — bb~b^  & que  par  confequent  ^p  b ^ & 
P Z h ^ le  produit  b{p-—zb)  fera  pofitif,  & — by^ 
(p  — Z b)  négatif.  Donc  les  deux  demieres  différen- 


tielles fe  reduifent  aux  formes 


z^d  Z 

^ ZZ  z£  rz  — te 


y & 


—J , dont  la  première  s’intégre  par  la  re- 

Z*  ^zz^rz  — 

éUfication  de  l’hyperbole  ( Art.  CCLX.  ) , & la  féconde 
par  les  refUfications  de  l’hyperbole,  & de  l’ellipfe , & 
par  une  quantité  algébrique  ( Art.  CCXCII.  ) . 

Lorfque-  le.  trinôme  fera  p*— ou  la 

1 

x*</r 

différentielle  — — — ; en  fuppolânt 

a * 
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M — - p-i-b=Zy  on  aura  d x=dx^  * = p — 

x’=// , f/ x-<r^p-^b  , 


— ^p  — ^ ;=  & la  différentielle  de- 

dz 


viendra 


zd  z~^Ç^P  — h'^dz 


y,Wz  — zh 


l*  Z — *“*"7  p—~^ 


X 

d% 


*«-+«(7/’  — î*) — *(/" — **) 

t 

Z^I^'^ZZ-hzQ  p—}i^-—é(,p—2i) 

tielles  font  intégrables,  comme  les  deux  dernieres. 


. Or  ces  deux  différen- 


Donc  la  différentielle  propofée 


rUt 


-ÿ=. eft 

y X * ^ px-+bb 

toujours  intégrable  par  les  reftifications  de  l’hyperbole, 
& de  lellipfe,  & par  une  quantité  algébrique,  excepté 
le  cas  de  •-  p=^>  dans  lequel  elle  s’intégre  par  les 
quadratures  des  feélions  coniques . C.  F,  T. 


CCXCVI. 
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CCXCVI. 

THEOREME  IV.  L’intégrale  de  la  différentielle 

I 

--»•  « 

X ^ d X 

— ' ' — fe  trouve  toujours  par  les  reéliBcations 

de  l’hyperbole , ou  de  l’ellipfe , ou  de  toutes  les  deux 
enfemble  & par  des  quantités  algébriques,  a moins  que 

le  trinôme  gx^^fx-^e  ne  foit  un  quarré,  & dans 
ce  cas  on  la  trouve  par  les  quadratures  des  feéUons 
coniques . 

Démonstration.  Les  trois  confiantes  g,/,  ene 

pouvant  être  toutes  trois  négatives , par  ce  qu’alors 

' 

& la  différentielle  propofée  feroient 
imaginaires,  on  fuppofera  l’une  de  ces  trois  confiantes 
pofitive . 

I.®  Si  g efl  pofitive  =cc  , on  aura  c X 

t-e,  & alors  en  fai- 

lânt  I.  = zt  P . & -=z  z±  bby  la  différentielle 

(£  ^ ^ CC  * 

1 

fera  avons  démontré  en 

* P'  XX  b b 

detail , que  cette  différentielle  efl  toujours  intégrable 
de  la  maniéré  énoncée  dans  ce  Theoreme . 

Rrr 
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IL°  Si  e efl:  pofitive,  ou=^^£-f,  la  diff^rentiel- 

rt  - zîr  i- 

t r X ^ (i  X X * d X r • 

le  fera  — — = — ■ , en  fai- 

1/  gxx-^-jx-¥bbc^  c y uùZ^pxZ^xx 

lànt  g=.ztf£-,  8cf=::±pccy  8c  nous  avons  démon- 
tré que  cette  différentielle  s’intégre , comme  il  eft 
marqué  dans  l’enonçé  du  Theoreme . 

111.°  Si /eft  pofitive,  ou=— 4-/>cr,  la  différentiel- 

le  fera  — =====-  , en  faifant  p=r±cr,  8<e— 

cl^pxZtxxzLbb  ’ ^ ’ 


& nous  avons  démontré  que  cette  différen- 
tielle eft  toujours  intégrable,  comme  dans  l’enonçé  du 


Theoreme:  donc  la  différentielle 


f/  gxx-¥/x-+t 


dans  tous 


les  cas  poffibles,  peut  s’intégrer,  comme  nous  avons 
dit . C.^F.D. 


ccxcvir. 


Corollaire  I.  Si  dans  la  différentielle 


dz^«—¥hzz 
<^7  -+£  Z Z ’ 


on  fait  a—^-bz%z=.l^ x,  ou  a-¥  bzx'=:zx  y 

d X 


X — a ^ X — • J 

■"T”  h > — 


on  aura 
& par 
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us 


t/b 


en 


faifant 


, ^ . di.v' »-i-bzz 

bf — ae=cc:  donc  — 

" yf-t-gzz 


dxt^x 


dxi''x 


Z b'  X — a.  y^cc-+g  X 

t 

X*  li  X 


— Xg)x  — acc  P'gx'-+fx  — e 


, en  fai- 


fant/=fc — ag^  8c  atc  — e^  laquelle  différentielle 
n’ed  qu'un  cas  particulier  de  la  precedente.  Donc  la 

différenuelle  -i'  gft  iutéjirable  par  des  arcs 

crellipfe,  & d’hyperbole,  quelques  foient  les  coeificiens 
<r,  ç,  excepté  le  cas  dans  lequel  cette  différen- 

tielle fe  rapporte  a la  quadrature  des  feflions  coniques. 

CCXCVIIL 

Corollaire  II.  Si  dans  la  différentielle 

on  fait  x = elle  fe  change  en  célle-cy 

, qui  a b même  forme  que  la  preceden- 

y ixx-¥g 

te , & qui  par  confequent  eft  intégrable  de  la  ^néme 
maniéré.  On  réduira  aufïi  a la  même  forme  les  diffé- 
rentielles — , -,  & y.'.-,  ; 


zzP' f-hgzz 
— dx  t^TTT^n. 


t. 
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la  première  en  faifant  devient  ■ _ ** — 1- 


» fxx  — bj-^rog 


& la  fécondé,  en  fuppofant  x = 


i/: 


-+As* 


fe  change  en 


CR  deux  autres  X 

X Donc  CCS  différentielles  font  auffi  intégra- 

t'  g — bxx 

blés  de  la  même  façon  : nous  n’avons  pas  répété  le 
calcul,  qui  ne  peut  faire  aucuns  diihculté. 

CGXCIX. 

Corollaire  III.  On  peut  réduire  aux  formes 
precedentes  toutes  les  différentielles,  qui  fui  vent: 


I. 


2. 


U -^g  « ) 
dz  a-^bz 


e ^ zU-+3^) 

d r.  % 

C<»-+-^2)C/-+-5«) 

d Z 

b"  z{,»-Srbz)U-^gz) 


dz^^ a-i-bz 
3. 


6, 

7- 


d X 


z^'  z.{^»-+bz)t^t-¥gz) 
dz 


{a-+bz)^  b'  zU-+S  z) 

g dz  b^Z 

I 

(4— t-is)*  y f-+gz 
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il  fuffit  pour  toutes  ces  reduéUons  de  faire  **  = *, 
toutes  les  expreflions  precedentes  fe  trouveront  changées 
en  d’autres , qui  feront  toutes  renferniées  dans  les  cas 
du  dernier  Theoreme . Nous  omettons  les  details  des 
fubfK rations,  qui  font  femblablcs  a celles,  que  nous  ve- 
nons d’expliquer . De  plus  l’expreOion  différentielle 
quoique  plus  compofée  en  apparence , 

■■  -1'  dépend  des  formes  de  ce  Co- 


rollaire.  Car  en  fubdituant  a—h6x  — >ty  ou  * 
la  diSérentielle  precedente  fe  change  en 


é (Oi  -t- ex  — ‘‘  r ) {O  / — S~*~S*  ) 


» — « 
“T"» 


— * * , — . Or  les  deux  premie- 

i y X {b  c — ae  -+  ex  ) {hf  — a S-¥gx) 

res  différentielles  fe  rapportent  a la  forme  quatrième, 
& la-  différentielle  ■ • Bxdx  — _ 

py  x{^b  c^a  t^ex)  {0  f — <*5— 4-^») 

— ^'^**^*  dépend  de  la  forme 

b y'ibc  — J e-t- ex)  {bf  — “g-*- g * ) , 

troilieme . Donc  cette  différentielle  s’intégre  par  les  re- 
flifications  des  feélions  coniques,  avec  les  mêmes  con- 
ditions, que  nous  avons  démontrées  cy-devant. 
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CGC. 


Corollaire  IV.  On  peut  ramener  aux  formes 
precedentes  la  différentielle  fuivante 

—  * ...  ; ■ car  on  peut  xefoudre  ( par 

l/^a 

le  Ch.  VI.)  le  dénominateur  de  cette  fraflion  en  deux 
faveurs  trinômes  réels . Suppofons  que  ces  faflcurs 
ibient  & m—^zex—^nxx^  en  forte 

qu’on  ait  a intégrer  cette  différentielle 

-  , Soit  fuppofé  m--¥zex 

1 kx-^-bx  X)  1CX-+H  X X ) 

^nxx-=.[g-k-zkx—k-  h xx)y  afin  que  la  différentielle 
propofée  devienne ^ En  extrayant  la 

* ^ x^nxx)i'  y 

racine  de  part  & d’autre  de  l’equation  precedente,  c’eft 
a dire,  de  w— 4-2  ex— *-«**=(g-+2^x— ou 

de  xx-¥"  X = -^ -y~ , on  aura  en  ordonnant 

l’equation  nx — byx~-k-e — = 

i^gny — nm — ghy'  hmy -¥e^  — zeky-y-k*'  = 

^^pyy-^qy-*-r 3 en  iailânt  p:=k^ — gh^q=.gn-^ 

hm-~z  ek^  r=.é^  — & en  différentiant  l’equa- 

tion  w— 4-2 f x-4-»xx=:(^-+2^«— on  trouve- 
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ra  </x(e— +-»x — ky — = “ {g“^ïkx'-^‘hxx)y 

i*  — = * I ■ - . Or  (î  a la  pla- 

^ 4 * — ♦*  A XX  f — h/nr— — hyx  t 


OU 


ce  du  dénominateur  e-^nx-—ky~-^by»  on  fubftitue 
la  valeur  trouvée f^p/y l’equation  propofée 


fe  change  en  cette  autre- 


de  la  même 


forme  que  les  différentielles  precedentes,  & par  confe- 
quent  intégrable  de  la  même  maniéré . 


cccr. 


Lemme  IV.  Si  on  fuppolè  ^ 

< = , r = î— v-A , & , on  aura  ces 

deux  équations. 

I.  K = ê r.  S'.  x*“  'R^  — ‘ dx-^sf.S.  x R^~*X 
dx-^tg.S.x^-^'^  'r^~^  dx. 

S.x  R^dx^hp.S.x'R’^’^'dx. 

Ces  équations  ne  font  que  deux  cas  particuliers  des 
formules  generales,  que  nous  avons  démontrées  (Art. 


Digitized  by  Google 


504  Elemens  du  Calcul  intégral 
ccxrii., ccxv.) ; on  pwut  auffi  s’alTùrer  de  leur  exaéll- 
tude,  en  prenant  les  difTérentielles  des  deux  membres  de 
chaque  équation,  qu’on  trouvera  égalés  entr’elles. 

CCCII. 

Corollaire.  I.  i.°  La  première  équation  n’a 
point  lieu , lorfque  les  trois  nombres  ^ , r,  r font  égaux 
chacun  azero,  ce  qui  arrive  toujours,  quand  â = 

2. ®  Lorfque  deux  de  ces  trois  nombres  6,  r,  r 
font  égaux  chacun  a zéro,  deux  des  intégrales  defignées 
par  S difparoilTent  dans  l’équation,  & la  troifieme  fe 
trouve  par  la  quantité  algébrique  k*  r!'  . 

3. °  Lorfqu’il  n’y  a qu’un  de  ces  trois  nombres 
égal  a zeÿo,  A l’une  des  deux  intégrales,  qui  redent,  ell 
donnée,  on  trouvera  toujours  l’autre  par  celle  qui  ell 

donnée , & par  la  quantité  algébrique  R*‘  . 

4. ®  Lorfque  les  trois  nombres  f,  t font  réels, 
deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera  toujours 
la  troifieme  par  ces  deux  données,  & par  la  quan* 

tité  **  R^ . 

5. ®  Enfin  pour  &ire  ufage  de  la  première  équa- 
tion, il  faut  remarquer  que  les  cxpofans  6 — j,  6,  & 
fi-+-i  de  la  variable  »,  hors  du  trinôme  R,  dans  les 
trois  intégrales  defignées  par  S.  font  eu  proportion 
arithmétique,  dont  la  différence  ell  l’unité,  & que 

l’expo* 
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l’expofant  du  trinôme  R , dans  ces  mêmes  intégrales , 
aft  le  même,  fçavoir  A — i. 

CCCIII. 

Corollaire  II.  i."  Quand  on  ne  veut  emplo- 
yer la  fécondé  équation  que  pour  diminuer  fuccelTive- 
ment  de  l’unité  l’expofant  A du  trinôme  R,  cette 
équation  devient  inutile,  pir  ce  qu’alors, 

P étant  zéro,  le  terme  ^p . S.x^  R^  dans  lequel 

feul  cet  expofant  eft  diminué  de  l’unité,  difparoit  auffi. 
C’eft  la  même  chofe,  quand,  p étant  une  quantité  réel- 
le, on  a A = 0 ; il  faudra  donc  que  8c  p foient 
réels,  pour  faire  de  cette  équation  l’ufage  qu’on  vient 
de  dire. 

II. '’  Lorfque  A,  & />  étant  réels,  l’un  des  deux 
nombres  ô,  ou  r— t-i  eft  zéro,  on  trouvera  l’intégrale 

S.  R^"^^  d X par  l’autre  intégrale,  qui  relie,  & par 

la  quantité  algébrique  **  ‘ R’' , & li 

ces  deux  nombres  font  égaux  chacun  a zéro , cette  in- 
tégrale fera  algébrique. 

III. °  Lorfque  les  quantités  />,  A,  fl,  & r-+-i  font 
réelles,  deux  des  intégrales  étant  données,  on  trouvera 
toujours  la  troifieme  par  ces  deux  données,  & par  la 

quantité  algébrique  **  R*”  — 4- ‘ R^ . 

S s s 
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CCCIV. 

Le  MME  V.  L’intégrale  de  la  différentielle 
-f.  L 1 

X ^ dx{e—^fx—^gx')  * fe  trouve  algébrique- 

ment , ou  par  les  quadratures  des  feélions  coniques  y 
lorique  le  trinôme  e-^fx—^gxx  eft  un  quarré,  & 
que  T,  & -w  font  des  nombres  entiers  quelconques  po- 
fitifs , ou  négatifs . 

Car  en  fuppofant  e-^f x-j>-gxx  — a—^b x y 8c 

X 

T -»•  — 

x=zxzy  on  aura  d x~ixdz\  x (e— +• 

fx--^gxx)  * * = (a— , 

8c  X ^ dx(e-^fx^gxx)  * =2 

* , différentielle  rationelle,  qu’on  pourra 
intégrer  algébriquement,  lorfque  l’expofant  2 t — t- 1 -+  i 
de  Z hors  de  la  parenthefe,  & l’expofant  2 rt  i «lu 
binôme  a-^bzz  font  des  nombres  pofitifs,  & qu’on 
intégrera  par  les  quadratures  des  feflions  coniques,  lorf- 
que ces  expofans , ou  l’un  des  deux  feront  négatifs , 
comme  nous  l’avons  démontré  (Chap.  VL). 

cccv. 

Corollaire.  Si  dans  le  trinôme  e-^f x-¥gxx ^ 
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on  a ff—^eg^  ou  f =12  il  faudra  que  les 

quantités  8c  g aycnt  le  même  ligne  — t- , ou  — ; 
car  fl  elles  avoient  différens  lignes , le  produit  eg  fe- 
roit  négatif,  & / une  quantité  imaginaire;  par  confe- 
quent  la  diHércntielle  propofée  feroit  auffi  imaginaire, 
& n’auroit  point  d’intégrale  réelle.  Suppofons  premiè- 
rement , que  ces  quantités  ayent  le  figne  — f- , que 

e — aoy  8c  g = bb^  on  aura  eg=.aabb^  eg^=.ah^ 
f:z=.ab^  & le  Trinôme  e-¥fx-¥gxx'=zaa—^2abx 
—^■bbxXj  quarré  dont  la  racine  eft  a-^bx:  donc, 
dans  cette  fuppofition , la  différentielle  propofée  fera 
intégrable  algébriquement  , ou  par  les  quadratures 
des  feélions  coniques . Suppofons  en  fécond  lieu  que 
les  quantités  e 8c  g foient  négatives , ou  que  e = — 
axy  8c  g ^ — bb^  le  trinôme  fera  — aa—¥zabx—> 
bbxx^  quarré  négatif  du  binôme  i» — bx^  ou  de  bx—a^ 

d’ou  il  fuit  que  t-\rfx-^gxx  eft  une  quantité 
imaginaire,  8c  que  la  différentielle  propofée,  qui  ren- 
ferme cette  racine,  eft  auffi  imaginaire.  Donc,  lorfque 
cette  différentielle  eft  réelle,  & le  trinô- 

me e-*-f x—hgx X fera  un  quarré  pofitif,  & la  diffé- 
rentielle intégrale  algébriquement,  ou  par  les  quadra- 
tures des  ferions  coniques. 
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CCCVI. 

THEOREME  V.  L’intégrale  de  la  différentielle 

1 X 

dK{e-^fx-^g)ttt)  *,  dans  laquelle  t èft  un 
nombre  entier  quelconque  pofitif,  ou  négatif,  peut 
toujours  fe  trouver  par  les  deux  intégrales  données 

L _L  L 

S.x  * dx(e-i-fx—i-gxx)  ‘ </«  ( r-+-/«  — t- 

I 

gxx)  ‘ . 

Démonstration  . I.®  R étant  toujours  fuppofé 

1 

■=zc-^f x-hgxx y foit  une  fuite  de  différentielles  * 

_i  1 _L  L _•  L 

R ' dx  y x' R *dxy  X ^R  *dxy  x *R  '' d x y 

&“c.y  dans  laquelle  les  expofans  de  *,  hors  du  trinôme 
R y font  une  progrefTion  arithmétique  croiffante  de 
l’unité.  Il  eft  évident  qu’cn  prenant  trois  diflérentielles 
contiguës  dans  cette  fuite , on  pourra  toujours  les  pla- 
cer dans  la  première  équation  du  Lemme  IV.,  au  lieu 

des  différentielles  **  * ' dxyX^R^  x 

R’^~^dxy  en  faifant  \ — i =:  — ouA=|&;6 — i 

égal  au  plus  petit  expofmt  de  x hors  du  trinôme  R 
dans  ces  différentielles . Donc,  fi  l’on  prend  les  trois  diffé- 
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^ I I I t ^ L L 

rentielle;  contiguës  x 'R  ^^ix^x'R  *</*,  x ^R  Vx, 
on  aura  ® — i =: — - , ®— 1>  ^ comme  on  a 
aufli  ■^=7,  on  aura  î=J-+-A  = i,  &r=i— hA=|. 
En  fubfiituant  ces  valçurs  dans  la  première  équation 
**R'=  s e. s. x^  ‘ R^  ' dx-i-sf.  S.x^R!'  ' dx-*-rg. X 

1 f 11 

Vx,  elle  devient  *=^e. S".»  *R  *X 

> I *1 

dx-^f.S.x^R  ^dx-*--g.S.x  R dx;  équation, 

t 1 1 

par  laquelle  les  deux  intégrales  S.  x *R  *</x,  S:  S. x*  X 


R ^dx  étant  données,  on  trouve  la  troifieme  intégrale 

1 1 

5.x  'R  ^ dx.  De  même,  fi  on  prend  les  trois  diflé- 
11  11  1 

renticlles  contiguës  x R *dx,  x ’R  </x,  8c  x ’ X 

X 

R Vx,  on  aura  6 — i =•-,  6=|,î=:6-+.  A = 2 , / = 


5 — A = 2 — 1-7  =-7 , & en  fubftituant  ces  valeurs  dans 

la  première  équation  du  Lemme  IV.,  on  trouve  la 

1 1 
1 “ — J* 

troifieme  intégrale  5.  x R dx  par  les  deux  autres , 
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& aiafi  de  fuite  a l’infini.  Car  fi  on  prend  en  general 

•^11  I 

T—  “ T 1 ^ 

trois  différentielles  contiguës  * R J X 

1 I t 

— • ^ J “•  — 

R ^dx^  & X ^R  *dx^  on  aura  fi — i = r — , 
fi  = T-hirt7,î  = fi-»-A  = r-»-irt7-4--,  r=î-+-\ 

= r-t-2^-‘  & il  eft  évident  que,  t étant  un  nom- 
bre entier  pofitif,  les  trois  nombres  fi,  r,  & / feront 
toujours  réels,  & que  pr  confequent  (Art.  cccir.  ) la 
première  équation  aura  toujours  lieu,  pour  augmenter 
fucceffivemcnt  de  l’unité  l’expofant  de  m hors  du  tri- 
nôme R. 

2.°  C’eft  la  même  chofe  pour  diminuer  fucceffi- 
vement  de  l’unité  cet  expolànt  de  x.  Car  foit  une  fuite 

^ __  I I 1 1 

de  différentielles  x^ R ^dx^  x *dxyx  *X 

— i _,_i  __i 

R ^dxyx  ^R  Ô*c.,  dans  laquelle  les  ex- 

pofàns  de  x hors  du  trinôme  R font  une  progrcffion 
arithmétique  decfoiffante  de  l’unité . Il  eft  évident , 
qu’en  prenant  trois  différentielles  contigües  dans  cette 
fuite,  on  pourra  toujours  les  plaçer  dans  la  première 
équation  du  Lemme  IV.  au  lieu  des  trois  différentiel- 
les en  fai- 
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Tant  X— 1=:  — , ou  A = & 6— i égal  au  plus 

petit  expofant  de  x hors  du  trinôme  dans  ces  difTéren- 
tiellcs  contiguës.  Donc,  (i  on  prend  les  trois  dlHeren* 

7 —I  —JL  — i — 1— i 

«elles  contiguës  *R  ‘X 

t 

R *Jxy  on  aura  ô— .t=e— .i— i , flz=  — 

6-+-A  = î.  — 4--  = o,  f=r— hA  = — , 8c  en  fubfti- 

tuant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  du  Lemme 

_i  - _,_i 

IV.,  elle  devient  x *R*=-—~eS.H  *R  ‘X 

T --  ...  -i_i 

lix—^-o—^—g.S.x* R ^dxy  d’ou  l’on  tire  S.x  *X 

1 2.  1 . 1 1 

R *dx=-.S.x'R  ^dx — -X  : 8c  fi  l’on 

e # ' 

prend  en  general  trois  différentielles  contiguës 

— T— irî:i  —2  _i  _T_,r!r-L. 

X 'R  'dx^x  *R  *dxyX  *X 

1 

R *</x,  on  aura  6 — i = — r — 6=— r— . 

art-,  î=ô— t-A= — T — 2 r±- — /=r— *-A  = 

— r — I rt  , par  ou  l’on  voit  que  — r étant  un 
nombre  entier  négatif,  les  valeurs  de  6,  de  j,  & de  r 
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feront  toujours  réelles,  & que  par  confequent  ( ArL 

^ -T-jZt- 

cccii.)  on  trouvera  toujours  l’intégrale  S",  x ’ *X 
1 

R ‘i^x  par  les  deux  autres  intégrales,  au  moyen  de 
la  première  équation  du  Lemme  IV.  : donc  l’intégrale 
propolée  &c.  C.  ^ F.  D. 

CCCVII. 

Corollaire.  On  trouvera  donc  cette  intégrale 
algébriquement , ou  par  les  quadratures  des  feflions  co- 
niques, lorfque  le  trinôme  R fera  un  quarré  ( Art. 
ccciv.),  & par  les  reflifications  de  l’hyperbole,  & d« 
l’ellipfe  ) & par  des  quantités  algébriques  dans  les  au- 
tres cas,  comme  nous  avons  démontré  en  examinant 

t 

rt  — 

la  différentielle  -7 — * * — • 

t'  e -+}  X -^■gx  X 

CCCVIII. 

THEOREME  VI.  L’intégrale  de  la  diH'érentielle 

I 1 

7 — — T ^ — 

X * * peut  toujours  fe  trou- 

I 

ver  par  les  deux  intégrales  données  S.  x ' dx(e-+fx 
— 1 1 i 

-^gxx)  * , & 5.  X*  </x(é'— »-/x-t-_gxx)  *,  lorfque 

r efl  un  nombre  entier  quelconque , Sc  un  nombre 
entier  pofitif.  D E- 
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Démonstration.  R étant  roujoun  fuppofé 
x-i-gxx-,  les  deux  intégrales  données  feront 

Il  II 

S.x  ^R  * S.x^R  * , & la  différentielle 

T ' X « * 

propofée  fera  x * R * dx . Or  les  deux  intégrales 


S.  K 'R  ’Jx,  s.x' R ' dx  étant  données,  on  trou- 

T ' * 

ve  (Art. cccvi.)  l’intégrale  S.x  'R  *</x,  & la 

I 

11,  Tzt- 

différentielle  x 'R  'dx  étant  — 

I 

R* 


f»  ' tii 


T ^ 1 


a t ex 


d X 


on  trouve 


- _ i.  ’ 

R*  R*  r’ 

(Art.  cccvi.  ) feparément  les  intégrales  de  chacune  de 

ces  trois  différentielles:  on  trouvera  donc  l’intégrale 


T -fc  - — 


1 ) 


^ I 


S.x  ' R dx.  Us  même  x 'R  dx~- 


R rfjf 


8c  en  multipliant  x 'dx  par  le  quarré  développé  de 
R,  ou  de  e—hf x-^gx Xy  on  partagera  la  différentielle 

T é. 

”• ^ — - , en  plufieurs  autres  différentielles , dont 

R* 


Ttt 
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chacune  pourra  s’intégrer  feparément  par  le  Theoreme 
precedent  (Art.  cccvi.);  fc  on  voit  qu’on  pourra  tou- 
jours trouver  de  la  même  maniéré  les  intégrale:  des 


l 


différentielles  , 

R’- 


T ^ — T -*•  — 

14  » ï 

i Lii,  &c. , 

4 J I > 7 


qui  font  exprimées  en  general  par  la  différentielle 

I . I 

▼ zi:  — ▼ il:  — 

N R ’</x,  TT  étant  un  nombre  pofitif  quelcon- 


que : donc  &c.  C.  F.  D, 


CCGIX. 


Corollaire.  On  pourra  donc  toujours  trouver 

l’intégrale  S.x  * R ' dx  par  des  quantités  algébri- 
ques, ou  par  les  quadratures  des  ferions  coniques,  lorf- 
que  le  trinôme  R eft  un  quatre  (Art.  ccciv. ),  & 
par  les  reélifieations  de  ces  ferions , & par  des  quanti- 
tés algébriques,  lorfque  le  trinôme  R ne  fera  point  un 
quarré  (Art.  CCCVII.),  pourvu  que  r foit  un  nombre 
entier  pofitif,  ou  négatif,  & un  nombre  entier  pofitif. 


ceex. 


Theoreme  VII.  On  peut  toujours  trouver  l’in- 

T -i-  ’ T ' 

tégrale  de  la  différentielle  x par  les  deux 
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t 1 II 

intégrales  données  S.x  8c.  R *dx^ 

lorfque  T efl  un  nombre  entier  quelconque , & -w  un 
nombre  entier  négatif. 

Démonstration  . I.®  En  comparant  ces  trois 

1 I ^ I JL  J 

différentielles  x ‘d'x,  ~dx^  x*  R *</» 

avec  les  trois  diflérentielles  **“*/?.  dx^  R dx  , 

X®  ^ dx  prifes  dans  la  fécondé  équation  du 

Lemme  IV.  ^ S.x*~^  dx  -+■ 

(r— Hi).^.S'.x®R.’'<fx-4-\/i.5'.x^R^~‘</x,  que  nous 

defignerons  par  R,  on  trouve  ^ — 1 = — ’ 

A 2 ’ ^ 2 ’ ^ ^ * A — 0,  r _.r-+  A 


l'.r— M=-  ; 8c  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans 

JL 

l’equation  B,  elle  devient  x*R  »— 4-^x*R  *=-.X 


1 I — .2,  “ j 

5".  X *R  *dx—^y,S,x^R  ^ dx — yp.S.x*R  *dx‘ 


- ? 1 

d’ou  l’on  tire  l’intégrale  S.x^R  ^dx=z~.S.x  *X 

O P 


I 
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ï II  -i  « ^ L 

R~^  dx~h^.S.x‘R~"  dx  — ~ x'FT'—fjx'R  \ 

tP  P fP 

P étant  = , & en  comparant  de  même  ces 

_L  _1  _L  _ 1 _L  _1 
trois  diférentielles w ‘ü  *</*,  * ^R  *</x,  x ^R  *X 

X , avec  les  trois  x*  * r!^ à x , x*  d x , x*  '</  x 

prifes  dans  l’equation  B,  on  trouve  6-— i = — i,  ê = 

— -,  \=  — -,  s=:ô-t-A= — x,r  = î— <-^= — 

r -t- 1 — — on  trouvera  donc  (Art.  ccciii.  ) par 

^ !, 

l’equation  B l’intégrale  S.x  *R  *</x,  en  fuppofant 

3_  I_  1_  l_ 

les  deux  intégrales  S.x  ^ R *</x,  & S.x  ^ R *</x 

I 

données:  on  aura  donc  les  deux  intégrales  S.x  * X 

}_  1.  3_ 

R * dx,  S.x"  R " dx. 

1 

II.®  En  comparant  ces  trois  difTérentielles  x * X 

3_  >_  i £ 

R " dx^  x"  R " dx^  x"  R " dx  avec  les  trois  de 

l’equation  B , x^  ‘ x , x*  </  x , x*  > ou 

trouve  6 — i=  — i 6z=-  \ — — I \ — i~  — - 

2’  ^ ' a’  2 y 
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s = S-+Kz=: — I — s-+-A  = — - ; donc 

1 _1 

on  trouvera  ( Art.  CGC III.  ) l’intégrale  S.  k^R  par 

l’equation  5,  & de  meme  en  comparant  ces  trois  dif- 
—L  _i  L _L  L _i 

férentielles  * 'R  x *R  *dtty  » *</x  avec 

les  trois  x*  *üVx,  s^R^dx^  x^R^~~^dx  prifes  dans 

l’eqaation5,  on  trouve  6 — x= — A = 

— -,  r = — 2,  r= — -,  r-t-i=> — on  trouvera 

donc  (Art.  cccill.  ) par  l’equation  B l’integmle 
—i  —î. 

S". X * dx  , Donc  on  aura  les  deux  inti::rales 

ij 

_i  _i  L _I 

S.x  *R  *</x,  8cS.x‘R  Vx,  en  fuppo.fànt  données 

11  TI 

les  deux  intégrales  S.x  ^R  ^ d x^  Si  S.x^ R *dx. 

III.”  On  trouvera  de  la  même  maniéré  par  les 
_i  i-  _1 

deux  intégrales  S.  x ^ R *</x,  SiS.x^  R ' dx  ces 
_i  _L  i _I 

deux  autres  5“.x  *R  *</x,  SiS.x^R  *</x;  & au  mo- 

^ I 

ien  de  celles-cy  les  deux  autres  S',  x ^R  *</x,&S’.x*X 
2_ 

R Vx,  & ainfi  de  fuite  a l’infini  en  diminuant  tou- 
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jour»  de  l’unitc  rcxpolant  cli  R.  Cir  en  general,  fi 

— - — r— - " 

l’on  a les  deux  intégrales  S.  x *R  *dx,8c  S.x*  X 

— ^JL  * 

R Vx,  en  comparant  CCS  trois  différentielks  x 

— T— i - _,_i.  - 

R *//x,  ^dx^x^R  * X avec  les  trois 

de  l'equation  B , x^  *R’‘</x,  x*  R*~ d x ^ 8c  x*  iC'  Vx, 

on  trouve  6 — i= , fl=-,  A =:  — tt — -,  j = 

2 ' 2 ' 2 ' 

i -I-Az= — TT,r  = î— t*A-=  — 2 TT  — -,  r-+-i=  — 

par  ou  l’on  voit  qui  les  nombres  ô & A font 

toujours  réels,  ce  qui  fuffit  (Art.  ccciii.  ) , eu  fup- 
poliint  anfii  que  p foit  réel,  pour  trouver  par  l’equa- 

I I 

tion  B l’intégrale  5".  x*R  *dxy  ou  S.  x*  X 

1 

— W — ' x — — 

R Vx.  Or  on  peut  toujours  (Art.  cccvi. ) 

augmenter , ou  diminuer  fuccelTivement  cle  l’unité 
i’expofant  de  x hors  du  trinôme  R.  Donc  on  pourra 

I I 

7 *^7 

toujours  trouver  l’intégrale  S.  x R dx  par  les 

II  11 

deux  intégrales  données  5.  x *R  *dx,  St  S.  x*  R Vx, 
lorfque  r fera  un  nombre  entier  quelconque,  & -n-  un 
nombre  entier  négatif.  C.  F.  D. 


c 
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CCGXI. 


Corollaire  I.  Donc  en  reuniflant  les  deux 
derniers  Theoremes  , l’intégrale  de  la  différentielle 

I I 

9 “*  ^ 

X *R  ~ *Jx  peut  toujours  fe  trouver  par  les  deux 

1 ^1 

intégrales  donées  S.x  *R  * dx^ScS.x'R  lorfque 

T & 77  font  des  nombres  entiers  quelconques,  ou  zéro. 

Corollaire  II.  Donc  cette  intégrale  fe  trouve 
par  des  quantités  algébriques,  ou  par  les  quadratures 
des  ferions  coniques,  lorfque  le  trinôme  R eft  un 
quarré  (Art.  ccciv. ),  Sc  par  les  reélifications  des  fe- 
rions coniques  , & par  des  quantités  algébriques , 
lorfque  R n’elf  point  un  quarré,  ny  le  produit  d’un 
quarré  par  une  confiante. 


CCCXII. 


T — 

Remarqjue*  On  peut  rendre  la  formule  x ’ X 


R 


‘J K beaucoup  plus  generale,  en  y fubftituant 


ou  z~"  au  lieu  de  x.  On  peut  encore  la  rendre  plus 
compliquée,  en  trouvant  par  les  Tables  de  reduflions 
une  valeur  rationelle  de  x,  laquelle,  étant  fubftituée 

dans  le  trinôme  R y le  rende  quarré,  & R*  rationelle; 
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car,  en  mettant  par  tout  dans  la  formule  generale  de 
la  différentielle  cette  valeur  rationelle  de  , on  aura 
une  autre  formule  generale  beaucoup  plus  compofée . 
Mais  comme  ces  calculs  font  trop  longs , & que  d’ail- 
leurs ils  n’ont  point  d’autre  difficulté  , nous  ne  pouffe- 
rons pas  plus  loin  l’ufage  de  la  théorie , que  nous  avons 
établi  d’après  les  Méthodes  de  Newton , lefquelles,  com- 
me il  eft  aifé  de  le  voir,  font  beaucoup  plus  faciles, 
& plus  generales,  que  celles  dont  on  a coutume  de 
fe  fervir. 

Il  nous  refte  a parler  d’un  Problème  propofé  par 
le  célébré  Jean  Bernoulli:  ce  Problème  trés-connu  par- 
mi les  Geometres  confiffe  a réduire  une  qnadraturc 
tranfeendante  quelconque  S.pd»  a la  reflification  d’une 
courbe  algébrique , ou  de  tant  de  courbes  algébriques  , 
qu’on  voudra.  Soit  p une  fonflion  algébrique  quelcon- 
que de  »,  & S,  pdx  l’aire  d’une  courbe,  dont  l’abfciffe 
eft  »,  & l’ordonnée  peipendiculaire  p ; il  s’agit  de  trou- 
ver les  coordonnées  d’une  nouvelle  courbe , a la  recli- 
fication  de  laquelle  fe  rapporte  la  quadrature  S.  pdx. 
Soit  pour  cela  X une  fonélion  algébrique  de  »,  & dX 
= 6dxy  6 étant  une  fonélion  de  *;  foit  de  plus,  en 
differentiant , d6  = <fdx.,  ç étant  une  fonélion  de  ô,  & 
par  confequent  de  »,  ou  de  X . Enfin  foit  fuppofée 

l’abfciffe  de  la  courbe  cherchée  , & l’ordonnée 
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i X 

on  aura,  en  faifant  dz.  confiante,  la  diffc- 

reatielle  de  labfciffe  ^ 8c  la  dilfôrentiellc  de 

1 ordonnée  d’ou  l’on  tire  la  diH'érentielle  de  l'arc 

(id  X / 1 11-  d X , 

= ■— K dont  I intégrale  z — 


idX 


tdt  , r _ 

■ — T7  y d a— \-x  Z.  — S.  


a -, 
ztdx 


, en  fublli- 

tuaiit  idx  a la  place  de  dX^  comme  il  eft  évident  en 
retournant  aux  différentielles.  Soit  maintenant  fuppofé 

r.  . J Z> 

S.pdx,  on  aura  ^7; : = p & 


s. 


a-+zz 


ap 


yrf=rjrf^ 


a * >dp — ^ped  S aqOOdx  — apS^dx  f. 

_3  5 > en  lai- 

(.te—ppy  i^^—ppy 

fant  dp=.qdx  , q étant  une  fonélion  algébrique  de  *,  & 
en  fubftituant  a la  place  de  dp  & ds  leurs  valeurs 
refpe£lives,  d’ou  l’on  tire  les  coordonnées,  c’eft  a dire, 


l’abfciffe > & l’ordonnée  — X:t= 

dz  ^ dz 


ùi  9 — 

-^5  ^ confequent  l’arc  de  la  courbe 


figné  par  ^ 4 -+ a » 


Mww  ^ zd X 


y aa—hzz 
Vvv 
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• S. pdx , ou  S. pdn  — quantité  con- 

fiante. Mais  />,  9,  ^ font  des  fonillons  àe  Si.  A 
eft  l’arc  d’une  courbe  algébrique  ; donc  on  réduira  par 
ce  moyen  l’intégrale  S.pdx  a la  reflification  de  quel- 
que courbe  algébrique . De  plus  puifque  les  fonélions 
XyÇyS  font  arbitraires,  il  eft  clair  que  ces  courbes 
algébriques  font  variables  a l’infini . 

Nous  aurions  pû  traiter  fort  au  long  ces  fortes  de 
reduflions , 8c  plufieurs  autres  beaux  Problèmes , qui 
y ont  rapport , mais  cette  m.atlere  appartient  plus  a la 
Géométrie  qu’au  Calcul,  8c  n’entre  pas  dans  le  plan  de 
nôtre  Ouvrage;  c’eft  pourquoy  nous  nous  contenterons 
d’cciaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  un  Exemple 
facile . 

, f/"  21 — 

Soit  pd  x=z  “ * J — lî  , 8c  par  confequent  p = 


y 8c  dp  ==  : fuppofons  X=  x , l’ab- 


fcilfe  ^;^devlendra  l’ordonnée  — - X——i~  — . 

dz  dz  ’ dz  dz 

• d d X y 

x;  donc  la  différentielle  de  l’arc— & l’in- 
tégrale = ^ V <jrt— hs”  — S.  /—  . En  fubftituant 

° aï  A «a— t-ïï 

J a la  place  de  & par  confequent  dô  — o,  on  aura 
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rabfcifTe  ^ ^ ( i —;>/>)’,  & l’ordonnée  = (/)—/)») 

Enfin  fubftituant  a la  place  de/>,  dp  leurs  valeurs, 
on  trouve  rabfcifle  = ~ l/  kk  — ô7^  & l’ordonnée  = 
— Donc  en  nommant  l’abfcilTe  «,  l’ordonnée  /,  on 

aura  uu  = aa — — , 8cy*  — —i  d’ou  l’on  tire  »«  = 
a — j/jf , équation  au  cercle  , & par  confequent 
S.  — dépend  de  la  reélilication  du  cercle . 

Au  relie  quelqu’elegantes  que  foient  les  conllru- 
élions  par  les  reélifications  des  courbes , ou  par  les 
quadratures , il  ell  certain  qu’elles  font  peu  utiles  dans 
l'application,  & que  la  voye  d’approximation  ell  beau- 
coup plus  füre  & plus  facile. 
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CHAPITRE  VUE 

Désintégration  des  différentielles  de  tous  les  ordres^ 
ÙT  de  celles^  qui  font  affeélées  de  fignes 
d'intégration^  en  fuppojant  qu'il  ny 
ait  qu'une  -variable  dans  chaque 
différentielle  % 

cccxiir. 

Soit  {Fig.  II.)  A Mm  une  courbe,  dont  rabfcif- 
Te  AP  — U y l’ordonnée  perpendiculaire  PM==/y  Pp 
— dxy  8c  — Qu’on  prolonge  l’ordonnée  AI  P 
en  N y de  forte  que  P N fbit  toujours  proponionelle  a 
la  diflérentielle  ou  de  PM.  Si  cette  différentiel- 
le demeure  toujours  la  même,  la  ligne  P N demeurera 
auffi  toujours  la  même,  & alors  ANn  fera  une  ligne 
droite  parallèle  a l’abfciffe  AP.  Mais  fi  la  différentiel- 
le dy  eft  variable  y P N fera  auffi  variable , & aura  fa 
différentielle  Rn  proportionelle  a la  différentielle  de 
ou  de  <//,  puifque  P N eft  toujours  comme  djr, 
ainfi  dy  fera  la  première  différence,  ou  la  différentiel- 
le du  premier  ordre  de  l’ordonnée  yyddy  ou  d*y  fera 
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la  fécondé  différence,  ou  la  différentielle  du  fécond 
ordre  de  la  meme  ordonnée  y. 

Or  on  peut  raifonner  fur  la  fécondé  courbe  AN/t^ 
comme  fur  la  première  AMm  ^ & fur  la  fécondé  dif- 
férence àày  ^ comme  fur  la  première  ày\  de  forte 
que , fi  la  fécondé  différence  d dy  eft  v^ariable , elle 
aura  fa  différentielle  dddy^  ou  d'y  y qui  lèra  la  troifie- 
me  différence  de  / , ou  la  différentielle  du  troifieme 
ordre  de  l’ordonnée  PM,  & ainfi  des  autres  a l’infini. 
On  voit  par  la,  qu’on  trouve  les  différentielles  de  tous 
les  ordres,  comme  celle  du  premier  ordre,  en  allant 
par  les  réglés  generales  du  calcul  différentiel,  du  pre- 
mier ordre  au  fécond,  de  celui-cy  au  troifieme,  Sc  ainfi 
fuccéffivement  ; par  confequent  on  doit  auffi  defe^ndre 
par  les  réglés  generales  du  calcul  intégral  de  la  dilfé- 
rentielle  d’un  ordre  fuperieur  quelconque  a fon  intégra- 
le, ou  a la  différentielle  de  l’ordre  inferieur  qui  précé- 
dé immédiatement , par  exemple  du  4.®  ordre  au  j.®  , 
du  3.®  au  2.®  , du  2.®  au  i.®’’,  & de  celui-cy  aux  quan- 
tités finies . 

ceexiv. 

Ayant  divifé  l’afifciffe  AP  en  petites  parties  ega* 
les,  comme  Pp , & ayant  tiré  par  les  extrémités  de 
ces  parties  des  ordonnées  PM,  pm;  fi  l’on  conçoit  que 
le  nombre  de  ces  petites  parties  égalés  de  l’abfcilfe  aug- 
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mente , & que  leur  longueur  diminue  a l’infini , chacune 
de  ces  parties,  comme  lorfquelle  s’évanouira,  ou 

lorfque  les  ordonnées  PM,  Sc  pm  tomberont  l’une  fur 
l’autre,  deviendra  la  différentielle  de  l’abfcifFe  AP,  qui 
luy  répond;  8c  dans  cette  fuppofition  la  différentielle 
</x  de  rabfciffe  * fera  toujours  la  même,  ou  confiante, 
& l’abfciffe  » n’aura  point  de  fécondés  différences,  ny 
aucune  autre  d’un  ordre  fuperieur.  Nous  prenderons 
icy  pour  confiante  la  différentielle  dx  de  l’abfciffe  x, 
nous  refervant  a traiter,  dans  la  fécondé  Partie  de  cet 
Ouvrage , du  Calcul  Intégral  des  différentielles  de  tous 
les  ordres  a plufieurs  variables , 8c  fans  en  fuppofer  au- 
cune confiante . 


cccxv. 

Nous  fuppoferons  donc  que  l'eq nation  a la  courbe 
A Mm  efl  fonflion  de  l’abfcilTe  *,  de  forte 

qu’en  différentiant  de  coté,  & d’autre  on  ait  d/=zdX 
^pdx,  P étant  encore  unefonélion  de  x;  & qu’en  pre- 
nant les  fécondés  différences,  on  a.\tddj/—d(pdx)—dpdx, 
dx  étant  confiante,  & par  confequent  pddx~o\  8c 

en  fuppofant  dp—qdx,  on  aura  dd/  — qdxdx=qdx* ; 
8c  de  même  en  prenant  les  troifiemes  différences , on 

aura  = & alnfi  de  fuite. 
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CCCXVI. 

n 

PROBLEME.  Intégrer  l’equation  différentielle  d y 

T^^pdiê”  , dans  laquelle  d»  eft  conftante , p une  fon- 
£Hon  de  «,  & « l’expofant  de  l’ordre  de  la  différen- 
tielle . 

Solution.  Puifque  </»  eft  conftante,  on  peut 
la  dedgner  par  une  conftante  r,  & exprimer  ainfi  l’e- 

quation  = c”  ”*/></ x , 8c  en  prenant  les  intégrales 

de  coté,  & d’autre  par  les  réglés  du  Calcul  Intégral, 

on  aura  </*  ^y  — c”  '.  S.pd x-+Ac‘~  ^ ^ A étant 

one  conftante  arbitraire,  qu’on  déterminera  par  les  con- 
ditions données.  Donc  en  remettant  dx  iu  lieu  de  c, 

on  aura  </*  ^y=zdx"  S.pdx—^Adx"  'j  8c  y 
par  ce  que  p eft  une  fonftion  de  x , on  pourra  toujours 
trouver  l’intégrale  S.pdx  par  quelques  unes  des  mé- 
thodes , que  nous  avons  données . Suppofant  donc 

S.pdx  — q fonélioD  de  X,  on  aura  l’equation  J‘~'^y 

zzz  qd  x"  ^ —¥Adx"  ‘ c"^  ' q d x-M  Ac*  *</x, 

en  intégrant  encore  de  coté,  & d’autre,  on  aura 

^ y~c’~  ^ , S.q  d x—^  Ac"  ^x-^Bc‘~^  — 

dx”  *.  S.qdx-^Axdx"  ^ Bd  x”  * 


; B étant 
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encore  une  confiante  arbitraire  ^ ou  determinable  par 
des  conditions  données.  On  continuera  de  même  a in- 
tégrer jufqu’a  ce  qu’on  foit  parvenu  a une  équation, 
qui  ne  contiendra  plus  de  dinércntielles,  & on  voit  que 
pour  cela  il  faudra  faire  autant  d’intégrations,  qu’il  y 
a d’unités  dans  l’expofant  n de  l’ordre.  C.  F.  T. 
Exemple  I.  Soit  ddf  — ax"dx^‘^  en  intégrant 

de  part,  & d’autre,  on  aura  dj/j=.  * ; vAdx^ 

& par  une  fécondé  intégration  / = 

A X — +-  B . 

Exemple  II.  Soit  d^ y = a x” dx^-^- b x' dx^-^  ôn 
aura  par  la  première  intégration  ddy~‘‘A-——^ h 


■ Adx^ 


par  la  fécondé  intégration  dy  — 


ix^-*'dx 


(w— H)(w— *-a)  («•— hi)(*‘~+-i) 


-¥  A xd  x—^  B d X 


& 


par  la  troifieme  intégration  on  trouvera  y — 

Ax^ 


—¥  B hC. 


CCCXVII. 

THEOREME  I.  P étant  tout  ce  qu’on  voudra,  fi 
dx  cil  confiante,  çn  aura  l’intégrale  S.pdx=px  — 

S. 
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r-  . **'»'/>  -,  r^drif 

S.x d P=:p  X' 1-5. — r-~ 

• i lax  1 <l  X 


jf’  fj  fi  f> 


2é  X 


5. 


1.  J.  d X* 
t*d*p 


P^  — TH 
= (yc. 


t*  d à f 


xV’p 
ï.  J.  4.«> 


î.  }.4.dx^ 

On  démontré  ce  Theoreme  en  prenant  Li  différen- 
tielle de  part  8c  d’autre  dans  chaque  équation;  car  on 
les  trouve  égalés  entr’elles.  Ainfi  dans  la  première  équa- 
tion S.p  d x—j)  X — S.xdp,  on  trouve,  en  prenant  les 
dilTérentiellcs , pd x-=:pd s—^x  d p — xdp;  dans  la  fe- 


xMp 


x'dd» 
idx  y 


conde  équation,  px — S.xd p~==.px 

ou — S.xdp  = — ^-^-—<-5.  ; en  différentiant  de 

part  Sc  d’autre,  & fuppofant  dx  confiante,  on  trouve 

I xd  X d D 


dp=z  — 


1 dx 


x'  ddv  X*  dd  B J ^ O 

— : — I T—  = & 

aux  zdx  i y 


ainfi  des  autres . 

CCCXVIII. 

Corollaire  I.  Si  la  ferie  du  Theoreme  conver- 


ge , on  aura  S.pdx=px 


H P 


d d P 


2 dx 


t^d^  P 


x^d^i 


a.  J.  d X* 

— -r  — (yc.  a l’infini,  ce  'qui  donne 

a.j.4.iix*  1.}.  4. 5,<I  X'*  ^ 

la  ferie  trouvée  par  M.  Jean  Bernoulli  dans  les  Acles 
de  Leipûk  l’année  idp4. 

X XX 
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CCCXIX. 

Corollaire  II.  Eorfcjue  p efl  une  fonfîion  de 
>f,  on  delivre  cette  fuite  de  toute  différentielle.  Car 
foit  dp=zq  d Xy  d q ~rd  X ^ <i  r=zr  <yc.,  on  aura 

S.pdx—px — “ — •^^-^-^{S‘c.'=.px-~S.qxdx 


<yc. 


— ili. 

Z 


Z 


cccxx. 


r ^ id  X 

2.}  * 2.  J. 


Lf.mme.  L’intégrale  de  la  différentielle  udxy  ou 
S.udz=u7i — S.zdx.  Car  la  différentielle  de  uz  eft 
udz-^zduy  par  confequent  l’intégrale  uz  — S.u  dz-+ 
S.zduy  & uz—^S.  zd u=S,u  d Z . 


CCCXXI. 


THEOREME  II.  P étant  une  variable  quelconque, 
on  a les  équations  fuivantes . 

I.  S.d x.S.pdx=zx.  S.pdx  — S.pxdx. 

II.  S S7Z~-ÿ~  — ’‘^^-»dx~2xS.pxdx-^S.rx'dx. 


III.  .s:  d X U d X • d X » ^ t P d X — . - 


x^.  s.  P dx  — ? r*  X d x-^-^x  S.  P x^  d x — S.p  x^d  x , 

I *-3- 
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*•  ;•  4- 


& généralement  fi  le  nombre  des  S.dx^  qui  precedent 

S.pJx^  ell  »,  & que  i.  2.  3.  4.  5 » defigne 

le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  fuite  naturelle 
1 , 2 , 3 , 4 , 5 , Ô*f.  jufqu’au  terme  » de  cette  fuite 
inclufivement,  on  aura  l’equation  fuivante 

!S.d X S.pdx  — x” s. pdx  — ^ ' S’pitdx—^ 


I.  2*  4«  ••••••»  t •••  0* 


Démonstration.  On  trouve  la  première  équa- 
tion S.  ci X . S.p d x^=zx  S.p d » — S.p xd X par  le  Lem- 
me  precedent,  en  fuppofant  S.pdx  = u^  8c  » = «,  ce 
qui  donne  p d x=zd  u ^ pxdx  = zdu^  dx  =z  dz  y /f  x X 
S.pdx  = udzy  U Z = xS.pdx  y &,  par  le  Lemme , 

S.udz  — S.dx.  S.  P d x=.uz  — S.zdu  — xS.pdx-^ 
S.  P X d X . 

On  trouve  la  fécondé  équation  par  la  première,' 

8c  par  le  même  Lemme.  Car  puifque  S.  d x . S.p  d x 
=zx S.pdx  — S.pxdxy  en  multipliant  de  part  & d’au- 
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trc  par  on  aura  la  différentielle  dxS.Jx.S.pdx 
z^xdxS.pdx  — dxS.pxdx^  & en  prenant  les  inté- 
grales, on  a ^.d xS.d X S.pd X =zS.xdx S.pd X — 
S.dxS.pxd X . 

Or  en  fuppofant  S.pdx^u^  & xdx~dx  dans 
l’intégrale on  a pd x=:du  ^ ^x^=^z  y uz. 
zzz. -x^S.p  d X y xduzzz  ^p  x^dx  y udzz=xdxS.pd  Xy  & 
S.udz  = S.xdxS.pd X :=«z — S.zdu  = 
s.pdx  — s.px  Hx  fuppofant  S.p xd x~Uy  8c  x~z 

dans  l’intégrale  *5'./) on  a pxdx  — duy  dx  = 
dzy  HZ~xS,p  xd  Xy  zd  u^=z  P x^  d X y ud  z=z  d xS.px  d x y 

& par  le  Lemme S.udz  = S. d x S. p x d x = m z — S.  z du 
= xS.pxdx^S.px^dx=  . Donc 

S.xdx  s. P d X — S.d  xS.p  X d X — 

x'‘S. pdx  — S. P x^d X — txS. pxJx—hiS.P x*d x __ 

X ' 

x*S.  pdx  — xxS.pxdx-+S.p  x'd  X , 
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On  trouve  de  m«3me  la  troifieme  équation  par  la 
fécondé,  5c  par  le  Leinme,  5c  enfuite  la  quatrième  par 
la  troifieme  5c  par  le  Lemme,  Sc  ainfi  des  autres,  5c 
en  obfervant  la  progrefiion  des  termes,  5c  de  leurs 
coefficients  dans  chaque  équation,  on  parvient  a l’equa* 
tion  generale. 

On  auroit  pù  démontrer  d’une  maniéré  plus  cour- 
te chaque  équation,  en  prenant  les  différentielles  des 
deux  membres , qu’on  trouve  égalés  entr’elles  ; mais 
nous  avons  jugé  a propos  de  faire  voir  l’invention 
même  de  ce  beau  Theoreme , qu’on  déduit  facUemcnr, 
comme  ' nous  allons  démontrer , de  la  derniere  pro- 
pofition  du  Traité  de  la  quadrature  des  courbes  de 
Newton  . 

CCCXXII. 

Theoreme  III.  Son  AD  IC  une  courbe  quel- 
conque {Fig.  12.)  dont  rabfcllfe  AB=z^  l’ordonnée 
BD~y  \ foit  AEKC  une  autre  courbe,  dont  l’ordon- 
née BE—  faire  de  la  precedente  AD  B divifée  par 
funité;  5c  AF  LC  une  troifieme  courbe,  dont  l’ordon- 
née BF  = faire  de  la  fécondé  divifée  par  funité,  5c 
ainfi  de  fuite  a l’infini.  Suppofons  que  A,  B^C , D,  E, 
&c.  defignent  les  aires  des  courbes , dont  les  ordonnées 

rclpeflives  font/,  »/,  «*/ 1 Û'r. , 5c  fabfciffe 

commune  foit  a . Suppofons  de  plus  une  abfcifle  don- 
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née  quelconque  AC^t^  BC=zt — z = x,  & que 

P^^yR^SyTy&c.  reprefentent  les  aires  des  courbes, 

dont  les  ordonnées  foient  *V»  & 

rabfûfle  commune  x . Enfin  foient  toutes  ces  aires 
terminées  par  rabfcifle  donnée  AC^  & dans  l’ordonnée 
C 1 donnée  de  pofition , & prolongée  a l’infini , on  aura 
toutes  ces  aires. 

I.  ADIC  = A=P 

II.  AEKC—fA—B=^ 

III.  AFLC=‘^^-y-^-^^  = lR 

2 Z 

IV.  AGMC= 

V.  AHNC  — ~ ^ ^ - T. 

î4  J4 

(D-c. 

Demonstratiom  I.°  Pour  démontrer  ce  Theore- 
me , nous  fiappoferons  d’abord  que  les  aires  des  courbes 
ADB^  AE  B^  AF  B ^ Ô'r.  font  exprimées  par  Y, 
&C. , & que  par  confequent  les  ordonnées  refpeélives 

BE,BFyBG,  CTc.  font , (7c.  par  l’enonçé 

du  Theoreme.  Cela  pofé,  fi  t reprefente  l’aire  d’une 
courbe  quelconque  dans  la  fuite  des  aires  a,  <3,  y,(7c.^ 
& que  le  rang  de  cette  aire  * foit  defigné  par  «,  nous 
démontrerons  generalement,  que  les  aires  f & 
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(D'c,  étant  terminée?  par  iabrciffe  donnée  AC^  8c  dans 
l’ordonnée  infinie  C / , on  aura  toujours  l’equation 

^ 5-t-  ":?EI  — ~ t'^^D  -+  cs-^. 

8 = » 

ff.  n — I.  » 2 . • • . 

Il  faut  obferver  dans  cette  fuite  que  les  coefficiens 
numériques  des  termes  du  numérateur,  i,  — «,  — i- 

—7—,  &c.  font  les  mômes  que  ceux  du  binôme  dé- 


veloppé/»— b . De  plus  nous  obferverons  que  l’expofant 
de  la  puiflance  de  t dans  le  premier  terme  eft  »,  dans 
le  fécond  » — i,  dans  le  troifieme  » — 2,  Ô'r.,  les- 
quels expofans  font  les  mômes,  que  ceux  des  puillîm- 

ces  de  a dans  le  premier  terme  a du  binôme  a — b . 
Enfin  nous  remarquerons,  que  A^B,C,  Ô’r.  font  les 
fiéleurs  du  i.*'',  2.*  , 3.*  Ô'r.  termes  refpeélivcment , 
& ainfi  de  fuite  a l’infini,  & que  les  fafleurs  » — i, 
» — 2 , Û'f. , qui  entrent  dans  le  dénominateur  decroif- 
fent  fuccelfivement  de  l’unité,  jufqu’a  ce  que  le  nom- 
bre de  ces  faéleurs  devienne  = ».  Ce  qui  étant  obfer- 
vé  , il  eft  aifé  de  démontrer  que  les  aires 
(Je.  8c  ( ayant  une  abfcifle  commune  z=zABf  l’equa- 
tion  des  aires  fera  toujours 


D-+&C. 


B-t- 
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Car  en  différentiant  & parrageant  en  deux  colonnes, 

on  aura 


MAK(iA—ydz^  dB=yzdz  — zdAy  dC=zyz'^dx 
z=.%^dA^  d D =y  dz=.z^  d Aj  CÜT’r.  (par  la  fuppo- 
fition);  & fubflituant  ces  valeurs  dans  les  termes  de 
la  fécondé  colonne,  elle  fe  change  en  celle-cy 

n.  n — I . «I  — *• 

Z JAX(l — »-+»». —J J— ^ hOf.  ) 

n.  a — I . n — ï.  ^c. 

Or  le* dernier  faveur  i— — &c.  efl  compo- 

fé 
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fl-  des  coeffic-iens  numériques  du  binôme  a — //”  , qui 
devient  par  coufequent  égal  a zéro , & fait  ainfi  di^- 
rohre  tous  les  termes.  Donc  la  diti'ercntielle  de  l’equa- 
tion  precedente  ne  renferme  que  la  première  colonne 

dz  (z"  'a  — n — I . î'  *JÏ  — t-  « — 1.  “-J””  ï"  ^ — tî-r.  ) 
n — i . B — 2.  <J>c. 

C’eft  pourquoi  fi  la  première  de  ces  fuites 

Z A ^ K Z.  5-+-».  — Z C 

Le=— reprefente  l’aire  d'une 

courbe,  dont  rabfcilfe  eft  z,  la  fécondé  fuite 

az(  Z A — H i.  Z fî— !•«  — — — Z C> — &(•  ) 

' > 

» — I . *1—2.  CV. 

Defignera  la  différentielle  de  cette  aire,  & par  confe- 
quent , en  la  divifant  par  dxy  on  aura  l’ordonnée  de 
la  courbe  dans  cette  dernierc  cxpreflion  , les  coefficiens 
numériques  des  termes  du  numérateur  font  les  memes 

--  - t X 

que  ceux  des  puiffanccs  du  binôme  a — b , & les 
expofans  des  puifllmccs  de  z font  n — i,  « — 2,«  — 3, 
Û’c;  enfin  A y jB,  C,  (D‘c.  font  les  faéleurs  du  i*’’,  2*, 
3',  CÜ7f.  termes  refpeHivement . D’ou  il  efl  évident  que 
le  nombre  des  termes  dans  l’expreffion  de  l’aire  furpaflê 
d’uiif  unité  le  nombre  des  termes  dans  la  forme  de 
l’ordonnée  correfpondante,  & de  plus  que  le  dénomina- 
teur de  la  différentielle  multiplié  par  « , efl  égal  au  dé- 
nominateur de  l’intégrale. 

Yyy 
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Maintenant  (bit  «=i,  en  Ibrte  que  l’aire  de 
la  tourbe  foit  "x,A — B\  en  différentiant  on  aura^d  z 
-\-vidA  — dB~AJ7:  —H/  * </  Z — ^ Z d Adr,\  donc 

l’ordonnée  eft  A^  comme  nous  l’avons  démontré;  8c 
en  faifant  fucccnivcment  n = o,  r,  2,  3,  Ô'r.,  on 
aura  la  fuite 

A.%A B.  z’A—j,z*B-h^,zC  — D 

X 6 

Dans  laquelle  on  voit , qu’en  prenant  deux  termes 
quelconques  contigus,  le  premier  des  deux  fera  l’or- 
donnée de  la  courbe , dont  l’abfcifre  eft  z , le  fécond 
fera  faire,  ainfi  en  prenant  la  différentielle  du  troifieme 
terme , & en  fubftituant  a la  place  de  d A^d  B ydC  ^ 
leurs  valeurs,  comme  nous  avons  fait  dans  le  fécond 
terme,  on  trouvera,  en  divKânt  par  </z,  le  fécond  ter- 
me xA — B.  Mais  ar,f?,7,  (D’c.  eft  une  fuite  d’aires 
qui  ont  la  même  abfciflè,  8c  la  même  relation  que 
les  precedentes . La  première  aire  a eft  égalé  a la  pre- 
mière A^  puifqu’elles  ont  la  même  abfciffe  z,  & la 
même  ordonnée/.  Donc  tous  les  termes,  qui  fe  fui- 
vent  dans  fune  de  ces  fériés,  font  égaux  a tous  les 
termes  rel'peétifs  de  l’autre,  chacun  a chacun,  8c  par 
confequent , fi  on  fuppofe  que  l’abfciffe  z devienne  = 
A C=r,  alors , &c.  deviennent  ADIC^A E KC, 
AF LC[y  (yc,  y 8c  on  aura,  en  fubftituant  r a la  place 
de  z,  I.»  ADIC  — A;  2.“  AEKC  = tA—B  y 8c 
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ainfi  de  fuite,  comme  il  eft  enonçé  dans  le  theorcme . 
C.^F.D.  en  premier  lieu. 

2.*  Il  faut  démontrer  que , fi  x=t — z,  & 
RySy(7c.  une  fuite  d’aires  qui  ont-  * pour  abfcilTe 

commune , & / , */ , * */  > ordonnées 

refpeélives  ; quand  les  aires  P,  R,5’,Ô'f.,  ainfi  que 
les  aires  AyByC^&c.  font  terminées  par  l’ablcifle 
AC  — fy  8c  dans  l’ordonnée  infinie  Cl,  on  aura  P— 
A,  A — B,  & généralement,  fi  n defigne  l’or- 

dre , ou  le  rang  d'une . aire  quelconque  dans  la  fuite 

des  aires  &c.  cette  fera  ■=.i'A — 

B —\r t"  *C — Ô'c.,  qui  eft  la  même  fuite  que 

la  precedente,  & dans  laquelle  il  ne  manque  que  le 
dénominateur. 

La  courbe,  qui  appartient  a la  fuite  des  aires 
P,  j^,  R,  S , (yc.,  & dont  le  rang  eft  exprimé  par 

n , a pour  ordonnée  x y ( par  fuppofition  ) . Mais  x = 

t — * , & *’  = r — z*  = r* — ar*  * z— 4-a.  " X 

t'~' 7^  — Ô'f.:  donc  x y — a/"”*  »-«.X 

ordonnées  *V> 

(yc.  appartiennent  aux  aires  A,  B,  C,  (yc.\  donc  t 
étant  une  quantité  donnée,  l’aire  qui  appartient  a l’or- 
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donnée  compofée  t'y  — nt*  ‘ z ^ t * X 

z^/— (ÿc.  deviendra  t"  A — nt”  * t”  * X 

C — &c.;  rabfcifle  étant  Z,  &encorelorfque z = r.  Donc, 

puifque  l’ordonnée  dans  chaque  point  de  l’abfcifle 
donnée  AC  — t^  cft  égalé  a l’ordonnée  compofée  pre- 
cedente, il  s’enfuit  que  l’aire  décrite  par  l’ordonnée  x”^ 
le  long  de  toute  l’abfcilTe  AC  eft  égalé  a l’aire  conipo- 

Pée  precedente;  ainfi  en  fliifant  i,  on  aura  t" A — 

ni'~^B  — tA — B = & ainfi  de  fuite.  C. 

F.  D.  en  fécond  lieu. 


CCCXXIII. 


Corollaire  I.  Soit  A l’aire  d’une  courbe  = 
S.ydz^  & B l’aire  d’une  autre  courbe,  dont  l’ordon- 
née = — ^ l’aire  de  cette  fécondé  courbe  fera 


S.  (dzS.ydx)  ^ & ainfi  de  fuite,  on  aura 


S.dxS.dx S. y dx^  & en  fubftituant  dans  les 

formules  precedentes  a la  place  de  A^  By  leurs 
valeurs  rcfpeélives , on  aura  S.(d xS,(d x S.y  dx))~ 


Z 


Généralement  on  aura 


la  fuite 
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y.jr  <1  ::  •—  — !5  S.  y z d z ^ ^ « j./zî;»  ?:  ••••»»,^  S.yz  dz 

1.  2.  j.  4.  ••>••«••  ir. 

comme  nous  avons  démontré  d’une  autre  façon. 

CCGXXIV. 

Corollaire  II,  On  petit  reduîre  par  les  métho- 
des precedentes  la  différentielle  d’un  ordre  quelconque 

telle  que  d" ^ ad x(f  '^y—^pdx‘  a une  équation 

différentielle  du  premier  ordre,  dn  étant  confiante,  & 
P une  fonélion  de  x;  car  en  intégrant  de  coté  & d’au- 
tre , en  fuppofant  dx  confiante,  on  anra  = 

adxd’’~^jf—\-dx”~~' S.  pdx-^Adx”  ‘,  A étant  une 
confiante,  ou  zéro.  En  intégrant  une  fécondé  fois  on 

trouve  d"*  ^ y=zad x(T  ^f-i-dx”  ^S.(dxS.pdx)—t- 

Axdx”~^~*-Bdx’'~*;  en  intégrant  une  troifieme  fois, 

on  a d''~‘^y—adxd!'  ^jz-^-dx^T^ S.{dxS.{d xS.pd x)) 

— 1.— hB xdx’’~^—^Cdx’’~~^  ; & en  conti- 

nuant  a intégrer,  on  parviendra  enfin  a une  équation 
différentielle  du  premier  ordre.  Soit,  par  exemple, 
l’equation  ddd/  = adxdd/—hpdx^l  on  aura  par  la 
première  intégration  ddy  — adxdy—^dx^  S.pdn  ^ & 
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par  la  fcconde  intégraûon  X 

S.jfdx)  -^Axdx. 

cccxxv. 


Remarque.  Le  dernier  Theoreme  peut  être  d’un 
grand  ufage  dans  les  différentielles  a plufîeurs  variables, 
& d’un  ordre  fuperieur;  mais,  cette  matière  apparte- 
nant a la  fécondé  panie  de  nôtre  Ouvrage,  nous  nous 
contenterons  de  rappeller  en  peu  de  mots  le  problème 
refolu  dans  le  Chapitre  precedent . Ce  problème , qui 
confifte  dans  la  reduftion  des  quadratures  aux  reflifica- 
tions , dépend  des  principes  que  nous  venons  d’établir. 
Car  foit  S.pdx  l’aire  d’une  courbe,  p étant  une  fon- 
ôHon  algébrique  de  x.  Soit  fuppofe  dp=.qdx,  q étant 
aufft  une  fonflion  de  x;  on  pourra  faire  pareillement 
d q~r  d x^  d r=.t  d X ^ & ainfi  de  fuite.  Donc,  par  les 
demondrations  precedentes  S.p-dx~px — S.xdp~px 


-S.qxdx;S.qxdx^^^-S/-^=.1^-S. 


mx  tix 
1.  î.  ; 


= = & ainfi 

I.  1 1.2.  j 1.2.)  t.2.  J 1.2..’ 

de  fuite  a l’infini , d’ou  il  ed  évident  que , par  le 
moyen  des  fubditutions , on  pourra  avoir  autant  de 
valeurs  qu’on  voudra  S.pd x =.p  x — S.qxdx=px  — 

^ —4  S.  =Û*c. , parmi  lesquelles  on  en  choiCra 
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uija,  par  exemple,  S.pd  x=px — S.qxdxy  en  faifant 

=S.qxdx^on  trouvera , en  fuivant  les  operations 

que  nous  avons  employées  dans  la  folutlon  du  Problème , 

S.pdx=zA^px  — (^^^^=^l^y  II  efl  clair  qu- 

on  peut  multiplier  a l’infini  le  nombre  des  folutions , 
en  combinant  d’une  façon  quelconque  deux,  ou  plu- 
fieurs  de  ces  formules.  Ainfi  en  ôtant  la  première 
formule  S.  pd x—px  — S.qxdx  du  double  de  la  fé- 
condé zS.pdx'=2px  — qxM-^S.rxxdx  y on  aura 
S.pdx-=zpx  — qxx—^S.(rxx—hqx)dxy  qui  fera  une 
nouvelle  valeur,  dont  on  pourra  faire  ufagc,  en  faifant 

S.  T.  : = S.  (r  XX  — qx)  dx. 

Nous  finirons  par  l’application  de  la  prnpofition 
XL  du  Traité  des  quadratures  a la  folution  de  ce  même 
problème.  Soit  une  fuite  de  courbes  5,  C,  D,  £, 
Ô’f. , qui  ont  une  abrcifle  commune  jc,  & qui  ayent 
cette  propriété  que  l’aire  de  la  courbe  A foit  propor- 
tionelle  a l’ordonnée  de  la  courbe  B,  l’aire  de  la  cour- 
be B proportionelle  a l’ordonnée  de  la  courbe  C,  & 
ainfi  de  fuite  félon  l’enonçé  du  dernier  Theoremc,  en 
forte  qu’une  courbe  quelconque  dans  la  ferie  foit  tou- 
jours conflrucliblc  par  celle  qui  précédé  immédiatement. 
Soit  la  première  courbe  A^  dont  l’ordonnée  p fonélion 
de  X,  en  forte  cependant  que  pdx  ne  foit  pas  intégr.1- 


/ 
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ble  ; cette  quadrature  eft  appellée  par  M.  Bernoulli 
Tranfccnâante  du  premier  degré  ^ la  quadrature  de  la  Ic- 
conde  courbe  J5,  Tranfcendante  du  fécond  degré ^ & ainfi 
de  même  félon  l’ordre  des  courbes.  Or  on  peut  aifé- 
ment , par  les  principes  precedents , réduire  ces  quadra- 
tures tranfcendanics  a la  reflification  des  courbes  algé- 
briques. Car  A=S.pdK,B~S.{dxS.pdu)jC-=z 
S.{dx  SJdxS.p  d x))  ^ Mais  S.(dxS.pd»)  = 

xS.pdx  — S.pxdx^  8c  en  general  la  quadrature  tran- 
feendante  d’une  courbe  du  degré  «-t-i  fe  réduit  a cet- 


te forme 


ip  s.  pdx — ^ S.pxxdx :z!:  S.px”dx  . 

f.  2.  4«  . . * 

Il  ne  refte  donc  qu’a  réduire  par  les  méthodes  du  Clu- 
pitre  precedent  les  quadratures  S.pdx^  S.pxd  x^S.pxxdx^ 
&€.  a la  reClification  d’autant  de  courbes  algébriques 
qu’il  y a de  termes  adeflés  de  8c,  en  fubllituant 
dans  la  ferie  precedente,  on  aura  la  quadrature  tran- 
feendante  du  degré  m-+-i  réduite  a la  reélification  d’au- 
tant de  courbes  algébriques  qu’il  y a d’unités  dans 
n—¥i.  His  principiis  via  fiernitur  ad  majora.  Newton, 
Traité  des  quadratures. 


Tin  de  la  première  Partie . 
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